
Многообразия1

Бывают разные категории многообразий:
• топологические многообразия (хаусдорфово пространство со счётной базой, локально

гомеоморфное Rn для фиксированного n);
• триангулированные многообразия (симплициальный комплекс, геометрическая реали-

зация которого является топологическим многообразием; отношение эквивалентности
порождается элементарными подразбиениями триангуляции);

• кусочно-линейные многообразия = PL-многообразия = комбинаторные триангуляции
(линк каждого симплекса является комбинаторной триангуляцией сферы, таким обра-
зом комбинаторные триангуляции определяются индуктивно по n);

• гладкие многообразия (атлас с гладкими функциями перехода).
Любое гладкое многообразие допускает PL-структуру, единственную с точностью до комби-

наторной эквивалентности (для C1-многообразий это доказал Уитни [W], для Cr-многообразий
см. приложение к [MS]). Остальные редукции снизу-вверх тривиальны. Как оказывается, ни-
какие из обратных редукций в общем случае неверны.

Существуют топологические многообразия, не допускающие PL-структуры (в размерности 4,
см. [F], и в размерности ≥ 5, см. [KS]). Более того, существуют вообще не триангулируемые
топологические многообразия (в размерности 4 подходит то же многообразие E8 из [F], для
размерностей ≥ 5 это доказано в [Ma] совсем недавно). Также существуют топологические
многообразия (например, R4), имеющие несколько комбинаторно неэквивалентных триангуля-
ций.

В размерности ≥ 5 существуют триангулированные топологические многообразия, не до-
пускающие комбинаторной триангуляции (и даже не гомотопически эквивалентные никакому
PL-многообразию). Это следует из теоремы о двойной надстройке, см., например, [E]. В раз-
мерности ≤ 4 все триангуляции топологических многообразий являются комбинаторными.

Наконец, в размерности ≥ 7 PL-многообразие может иметь различные гладкие структу-
ры [Mi], а в размерности ≥ 8 существуют PL-многообразия, не допускающие ни одной гладкой
структуры [Ke]. Известно, что оценки на размерность точны.

Хорошая новость в том, что в размерности ≤ 3 между четырьмя приведёнными категориями
многообразий нету подобных различий, чем в частности обеспечена относительная простота
маломерной топологии.
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