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Ïî óìîë÷àíèþ, ðàññëîåíèÿ � êîìïëåêñíûå âåêòîðíûå, êîëüöî êîýôôèöèåíòîâ � Z.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü η � êîìïëåêñíîå ðàññëîåíèå ðàíãà n. Âûðàçèòå pj(ηR) ÷åðåç c1(η), . . . , cn(η).

Çàäà÷à 2. Âû÷èñëèòå pj(T CPn) è pj(T RPn).

Çàäà÷à 3. Äëÿ âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ξ ïóñòü ζξ � òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä CP(ξ).
à) Äîêàæèòå, ÷òî f ∗(ζξ) ∼= ζf∗ξ.
á) Ïóñòü η ⊂ γ � ïîäðàññëîåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå g : CP(η) → CP(γ) êîððåêòíî

îïðåäåëåíî, è ζη ∼= g∗(ζγ).

Çàäà÷à 4. Ïóñòü ζ � òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä CPn = S2n+1/S1. Äîêàæèòå, ÷òî RP(ζR) ∼=
RP2n+1 = S2n+1/Z2. Âûâåäèòå, ÷òî w1(ζR) = 0 è w2(ζR) = c1(ζ) mod 2 ∈ H2(CPn;Z2).
(Ïîñ÷èòàéòå wj(ζR), èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ óìíîæåíèÿ â êîëüöå H∗(RP(ζR);Z2).)

Çàäà÷à 5. Ïóñòü ζ1, . . . , ζn � òàâòîëîãè÷åñêèå ðàññëîåíèÿ íàä Fl(n,CN). Íà ëåêöèè äîêàçàíî,

÷òî êîëüöî H∗(Fl(n,CN)) èìååò àääèòèâíûé áàçèñ {xα1
1 xα2

2 . . . xαn
n : 0 ≤ αj ≤ N − j}, ãäå

xj := −c1(ζj/ζj−1) ∈ H2(Fl(n,CN)).
à) Äîêàæèòå òîæäåñòâà:∑

α1+···+αn=d

xα1
1 xα2

2 . . . xαn
n = 0 ∈ H∗(Fl(n,CN)), d = N − n+ 1, . . . , N − 1, N.

(Èñïîëüçóéòå, ÷òî ζn ≃ ζ1 ⊕ (ζ2/ζ1)⊕ · · · ⊕ (ζn/ζn−1) � ïîäðàññëîåíèå â CN .)
á)* Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà âûøå, âûðàçèòå ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí îò x1, . . . , xn êàê ëèíåé-

íóþ êîìáèíàöèþ áàçèñíûõ ìîíîìîâ.

(Òàêèì îáðàçîì, êîëüöî H∗(Fl(n,CN)) ïîðîæäåíî x1, . . . , xn ïî ìîäóëþ ýòèõ n òîæäåñòâ.)
â)*Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöîH∗(Gr(n,CN)) ìóëüòèïëèêàòèâíî ïîðîæäåíî ýëåìåíòàìè c1, . . . , cn

ïî ìîäóëþ àíàëîãè÷íîãî íàáîðà èç n ñîîòíîøåíèé.

ã) Äîêàæèòå èçîìîðôèçì êîëåö H∗(Fl(n,Cn)) ∼= Z[x1, . . . , xn]/(σ1, . . . , σn), ãäå σj � ýëåìåí-

òàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû.

Çàäà÷à 6. Äëÿ ãðàäóèðîâàííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâàW =
⊕

n≥0Wn ðàññìîòðèì ôîðìàëü-

íûé ñòåïåííîé ðÿä Ïóàíêàðå P (W ; t) :=
∑

n≥0 dim(Wn)t
n. Ïîëîæèì P (X; t) := P (H∗(X); t).

à) Ïóñòü äëÿ ðàññëîåíèÿ F → E → B âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà Ëåðå�Õèðøà. Êàê ñâÿçàíû

P (F ; t), P (E; t), P (B; t)?
á) Íàéäèòå P (X; t) äëÿ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ, ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ, ãðàññìàíèàíîâ.

â) Åù¼ ðàç ïðîâåðüòå, ÷òî P (Gr(n,C∞); t) = P (Z[σ1, . . . , σn]; t), deg σj = 2j.

Çàäà÷à 7*. Ïîñòðîéòå ÿâíóþ ãîìîòîïè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó Fl(n,C∞) è (CP∞)n.
Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðè ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîåêöèÿ Fl(n,C∞) → Gr(n,C∞) ïåðåõîäèò â êëàñ-
ñèôèöèðóþùåå îòîáðàæåíèå äëÿ ζ1 × · · · × ζ1︸ ︷︷ ︸

n

.


