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Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå òåîðåìû Áðàóýðà-Çèãåëÿ íà
ñëó÷àé ýëëèïòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Áðàóýðà�Çèãåëÿ äëÿ ÷èñëîâûõ ïîëåé, äîêàçàííàÿ Áðàóýðîì (ñì. [1]), óòâåð-

æäàåò, ÷òî åñëè k ïðîáåãàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñëîâûõ ïîëåé, íîðìàëüíûõ íàä Q, òàêèõ ÷òî

nk/ log |Dk| → 0, òî log(hkRk)/ log
√
|Dk| → 1. Çäåñü Dk, hk è Rk � äèñêðèìèíàíò, ÷èñëî êëàññîâ

è ðåãóëÿòîð ïîëÿ k ñîîòâåòñòâåííî. Ýòà òåîðåìà áûëà îáîáùåíà Öôàñìàíîì è Âëýäóöåì (ñì. [7])

íà ñëó÷àé, êîãäà óñëîâèå nk/ log |Dk| → 0 íå âûïîëíåíî (àñèìïòîòè÷åñêè õîðîøèå ñåìåñòâà ïîëåé).

Ïðè ýòîì ïîëó÷àþùèéñÿ ïðåäåë lim log(hkRk)/ log
√
|Dk| óæå íå îáÿçàòåëüíî ðàâåí 1.

Ñóùåñòâîâàíèå ãëóáîêîé àíàëîãèè ìåæäó ÷èñëîâûìè è ôóíêöèîíàëüíûìè ïîëÿìè èçâåñòíî ñ äàâ-

íèõ ïîð. Ïðè ýòîì ìíîãèå ðåçóëüòàòû äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïîëåé ïîëó÷àþòñÿ ãîðàçäî ëåã÷å (íàïðè-

ìåð, èñ÷åçàþò àíàëèòè÷åñêèå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ äçåòà-ôóíêöèÿìè). Àíàëîã òåîðåìû Áðàóýðà�

Çèãåëÿ äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïîëåé äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî ïðîùå è òðåáîâàíèå íîðìàëüíîñòè,

ïðèñóòñòâóþùåå â ÷èñëîâîì ñëó÷àå, îêàçûâàåòñÿ ëèøíèì.

Ïóñòü {Xi} ñåìåéñòâî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ãëàäêèõ, àáñîëþòíî íåïðèâîäèìûõ, ïðîåêòèâíûõ

êðèâûõ íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq ðîäà gi = g(Xi). Ïóñòü Φqm(Xi) ÷èñëî òî÷åê ñòåïåíè â òî÷íîñòè m

íà êðèâîé Xi.

Îïðåäåëåíèå 1. ×èñëà φqm = lim
i→∞

Φqm (Xi)
gi

íàçûâàþòñÿ èíâàðèàíòàìè Öôàñìàíà�Âëýäóöà ñå-

ìåéñòâà {Xi}. Åñëè ïðåäåëû φq ñóùåñòâóþò, òî ñåìåéñòâî íàçâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûì.

Ïóñòü Zi(t) =
∏∞
m=1(1 − tm)−Φm(Xi)− äçåòà ôóíêöèÿ êðèâîé Xi. Îíà èìååò ïîëþñ ïîðÿäêà îäèí â

òî÷êå t = 1
q , îáîçíà÷èì ÷åðåç κi åå âû÷åò â ýòîé òî÷êå. Èçâåñòíî, ÷òî κi âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ÷èñëî

Fq-òî÷åê íà ßêîáèàíå êðèâîé Xi (àíàëîã ÷èñëà êëàññîâ èäåàëîâ â ÷èñëîâîì ñëó÷àå). Èìååò ìåñòî

òåîðåìà, äîêàçàííàÿ Öôàñìàíîì â [6]:

Òåîðåìà 1. Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîãî ñåìåéñòâà êðèâûõ {Xi} èìååò ìåñòî ôîðìóëà:

lim
i→∞

log κi
gi

= 1 +
∞∑
m=1

φqm log
qm

qm − 1
.

Ïîïûòêè îáîáùèòü ýòó òåîðåìó íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé ïðèâîäÿò ñðàçó ê íåñêîëüêèì ðåçóëüòà-

òàì. Âî-ïåðâûõ, äëÿ ñåìåéñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè d íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Fq ìîæíî èçó÷àòü ïîâåäåíèå âû÷åòà äçåòà ôóíêöèè â òî÷êå t = q−d. Â ýòîì íàïðàâëåíèè àíàëîã

òåîðåìû 1 áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [8]. Îäíàêî, ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ âû÷åòà äçåòà-ôíêöèè

â òî÷êå t = q−d óæå íå ñòîëü ïðîñòà.

Äðóãîé ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí Àíäðè â [3] è Êóíÿâñêèì�Öôàñìàíîì â [5]. Â ýòèõ ðàáîòàõ èçó-

÷àåòñÿ ïîâåäåíèå çíà÷åíèÿ L-ôóíêöèè â òî÷êå s = 1 äëÿ ñåìåéñòâ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Âîïðîñ

ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì, òàê êàê ýòî çíà÷åíèå ñâÿçàíî ñ òîíêèìè àðèôìåòè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè ýëë-

ëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ïîñðåäñòâîì ãèïîòåçû Áåð÷à�Ñâèííåðòîíà-Äàéåðà. Àíäðè ôîðìóëèðóåò íåêî-

òîðóþ ãèïîòåçó, àíàëîãè÷íóþ òåîðåìå Áðàóýðà�Çèãåëÿ, äëÿ ñëó÷àÿ ñåìåéñòâà ýëëèïòè÷åñêèõ êðè-

âûõ íàä ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîâûì ïîëåì. Çäåñü íàñ èíòåðåñóåò ïðåèìóùåñòâåííî ôóíêöèîíàëüíûé
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ñëó÷àé, òàê ÷òî áîëåå ïîäðîáíî ìû ðàññìîòðèì ïîäõîä Êóíÿâñêîãî è Öôàñìàíà. Äàäèì íåñêîëüêî

ïðåäâàðèòåëüíûõ îïðåäåëåíèé. Ïóñòü X � ãëàäêàÿ, ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ íàä Fq, K = Fq(X) åå

ïîëå ôóíêöèé, E/K ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, à f : E → X ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõ-

íîñòü. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî íàêðûòèé X = X0 ← X1 · · · ← Xi ← . . . è ñåìåéñòâî ýëëèïòè÷åñêèõ

ïîâåðõíîñòåé Ei, ïîëó÷àþùèõñÿ çàìåíîé áàçû:

E = E0 ←−−−− E1 ←−−−− . . . ←−−−− Ei ←−−−− . . .yf y y
X = X0 ←−−−− X1 ←−−−− . . . ←−−−− Xi ←−−−− . . . .

Ïóñòü Φv,f (Xi) � ÷èñëî òî÷åê ñòåïåíè f íà Xi, ëåæàùèõ íàä òî÷êîé v ∈ |X|. Áóäåì äàëåå ïðåäïî-

ëàãàòü, ÷òî äëÿ ñåìåéñòâà {Xi} ñóùåñòâóþò ïðåäåëû φv,f = lim
i→∞

Φv,f (Xi)
gi

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ei ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ, ÿâëÿþùóþñÿ îáùèì ñëîåì Ei → Xi. Eñëè v � çà-

ìêíóòàÿ òî÷êà X, ïîëæèì Nv = qdeg v. Ïóñòü Nv,f (E) ÷èñëî òî÷åê íà ðåäóêöèè Ev = f−1(v) êðèâîé
E íàä ïîëåì FNvf . Ïîëîæèì av,f (E) = Nvf + 1−Nv,f (E) è

Lv,f (E, s) =

{
(1− av,fNv−fs +Nvf(1−2s))−1, åñëè Ev íåîñîáà;

(1− av,fNv−fs)−1, èíà÷å.

Íàïîìíèì, ÷òî L-ôóíêöèÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E îïðåäåëÿåòñÿ êàê

LE(s) =
∏
v∈|X|

Lv,1(E, s).

Ââåäåì òàêæå ïðåäåëüíóþ L-ôóíêöèþ ñåìåéñòâà {Ei/Ki} êàê

L{Ei/Ki}(s) =
∏
v∈|X|

∞∏
f=1

Lv,f (E, s)φf,v .

Ïóñòü rE � ïîðÿäîê íóëÿ LE(s) â òî÷êå s = 1, à cE � ïåðâûé íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò â ðàçëîæåíèè

LE(s) â ðÿä Òåéëîðà â s = 1. Êóíÿâñêèé è Öôàñìàí â ðàáîòå [5] ôîðìóëèðóþò ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó:

Ãèïîòåçà 1. lim
i→∞

log |cEi
|

gi
= −

∑
v∈|X|

∑∞
f=1 φv,f log Nv,f (E)

Nvf .

Â ýòîé æå ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé ãèïîòåçû 1 äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòîÿííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ

êðèâûõ (Ei = E′ × Xi, ãäå E
′/Fq � ôèêñèðîâàííàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ). Ê ñîæàëåíèþ, äîêàçà-

òåëüñòâî ñîäåðæèò ëàêóíû. Ïåðåñòàíîâêà ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â áåñêîíå÷íîì ïðîèçâåäåíèè äëÿ

L-ôóíêöèè è ïðåäåëà ïðè gi → ∞ íå ÿâëÿåòñÿ îáîñíîâàííîé. Òàêèì îáðàçîì, íà äàííûé ìîìåíò

ãèïîòåçà íå èçâåñòíà íè äëÿ êàêîãî ñåìåéñòâà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ.

Îñíîâíûì íàøèì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ôàêòà â íàïðàâëåíèè ãèïî-

òåçû:

Òåîðåìà 2. 1. Áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ L{Ei/Ki}(s) ñõîäèòñÿ ïðè Re s > 1.

2. Äëÿ Re s > 1 èìååò ìåñòî ôîðìóëà lim
i→∞

logLEi
(s)

gi
= logL{Ei/Ki}(s).

3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñåìåéñòâà Ei/Ki âûïîëíåíî lim
i→∞

rEi/gi = 0. Òîãäà

lim
i→∞

log |cEi
|

gi
6 logL{Ei/Ki}(1).

Çàìå÷àíèÿ 1. 1. Óñëîâèå lim
i→∞

rEi
/gi = 0 âûïîëíåíî â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî ñåìåéñòâà êðèâûõ

è äîâîëüíî ÷àñòî â îáùåì ñëó÷àå (ñì. [2]).

2. Âîïðîñ î íàëè÷èè ðàâåíñòâà â óòâåðæäåíèè 3 òåîðåìû âåñüìà òîíîê è ñâÿçàí ñ íèçêî ëå-

æàùèìè íóëÿìè L-ôóíêöèé. Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå âîïðîñà, õîòÿ è â íåñêîëüêî äðóãîé

ñèòóàöèè, ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [4].

Áëàãîäàðíîñòè. ß õî÷ó ïîáëàãîäàðèòü ìîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ Ì. À. Öôàñìàíà çà

ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ìîåé ðàáîòå, à òàêæå Ì. Áàëàçàðà çà öåííûå

ñîâåòû è èäåè.
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