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Новое доказательство формулы объема пирамиды

Александр Кудрявцев

В старших классах школы № 179 обязательным предметом является проектная деятельность.
Ученики выполняют мини-исследования в совершенно разных областях знания. Один из результа-
тов работы ученика 11 математического класса Александра Кудрявцева приведен в этой заметке.
Здесь с помощью классического принципа Кавальери доказывается формула объема пирамиды.
Доказательство, однако, отличается от стандартного изящной геометрической конструкцией. Ру-
ководитель работы Стрелкова Наталия Павловна.

Мы хотим доказать, что для произвольной пирамиды V = 1
3Sh. Сразу же отметим, что доста-

точно доказывать это утверждение для пирамиды с любым фиксированным основанием площади S.
Действительно, площади сечения любых двух таких пирамид плоскостями, параллельными основа-
нию, будут равны, а значит, по принципу Кавальери равны и объемы, рис. 1.

Рис. 1

Мы будем доказывать это утверждение для пирамид с прямоугольным основанием (например,
можно взять как основание прямоугольник размера 1 × S). Заметим, что параллелепипед объема
2Sh можно разрезать на шесть прямоугольных пирамид с общей вершиной, которая совпадает с
центром параллелепипеда, рис 2. Мы докажем, что объемы этих пирамид равны.

Рис. 2
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Итак, осталось доказать, что три пирамиды на рис. 2 (красная, синяя и зеленая) равновелики.
И это снова можно сделать по принципу Кавальери! Например, докажем, что зеленая пирамида
равновелика красной. Каждое сечение каждой из этих пирамид плоскостью, параллельной A′BCD′,
— это равнобокая трапеция (возможно вырожденная, т.е. треугольник или отрезок), и в силу сим-
метрии относительно XY — пересечения нашей плоскости с AB′C ′D — они равны (рис. 3), а значит,
равновелики!

Рис. 3

Получается, что эти две пирамиды — красная и зеленая — равновелики, а значит, и все шесть
пирамид деления параллелепипеда равновелики. Но их суммарный объем равен 2Sh, значит, объем
каждой отдельно взятой пирамиды равен 1

3Sh. �

Кудрявцев Александр,
учащийся 11В класса
школы № 179 г. Москвы.



Авторская математическая педагогика
Николая Н. Константинова для людей с крыльями

Евгений Матусов

Продолжение перевода статьи “Nikolai N. Konstantinov’s Authorial Math Pedagogy for People
with Wings”, Journal of Russian and Est European Psychology, Vol. 54, No 1. 2017. Начало опубли-
ковано в Константиновском сборнике № 2, февраль 2019 г.

Часть II. Образовательная философия авторской математической педагогики
Константинова

В моем анализе инновационная авторская педагогика Константинова включала, по крайней мере,
четыре основных, связанных между собой преобразования традиционной педагогики:

1. Цель обучения: переход от социализации учеников в математической практике как цели обра-
зования к стремлению дать «крылья» ученикам: их самореализация, самовоплощение, самовдохно-
вение, которые могут происходить или не происходить в математике.

2. Руководство: переход от лекций учителей и упражнений учеников в качестве основной формы
руководства к ученикам, которые решают новые задачи, и учителям, которые проверяют решения
учеников вместе с ними. Вкратце, используя терминологию Бахтина, это переход от математики как
“авторитарного слова” к математике как “внутренне убедительному слову” (Бахтин, 1975; Matusov
and von Duyke, 2010).

3. Среда обучения: переход от принудительных заданий, подтверждаемых итоговой оценкой (атте-
стацией), к образовательной среде со свободным выбором, в которой ученики могут свободно участ-
вовать или не участвовать в целевых активностях и свободно выбирать задачи для решения. По
сути, это переход от преподавания как основной формы руководства к поддержке самодидактиче-
ского обучения учеников.

4. Педагогика: переход от технической педагогики, основанной на педагогических методах и стра-
тегиях, гарантирующих усвоение учащимися заранее заданной учебной программы, к авторской пе-
дагогике, основанной на педагогическом авторстве и самообучении учеников.

Цель образования

Отвечая на вопрос о математическом уровне, которого достигают его ученики, А. Леман (после-
дователь методики преподавания Константинова в одной из математических школ) сказал: “Мы не
учим людей быть математиками — мы учим их быть свободными” (Ilyashenko and Sossinsky, 2010,
p. 38). Когда во время нашей беседы с Константиновым я спросил его о цели и главной ценности
его авторской педагогики, он не сразу смог ответить. Я предложил ему озвучить свои соображе-
ния на этот счет, чтобы вдохновить его, и ему понравилась эта идея. Я говорил о том, чтобы дать
студентам возможность почувствовать себя авторами, как в математике, так и во всем остальном.
Константинов внимательно слушал, а затем перебил меня, высказав другую метафору. Используя
расхожее русское выражение, он сказал, что его, как педагога, интересовали “люди с крыльями”. Мне
кажется, что эта русская метафора может отсылать к древнегреческому мифу об Икаре, который со-
орудил крылья, чтобы полететь к солнцу. В любом случае это русское метафорическое высказывание
относится к самореализации, самовоплощению, самовдохновению, творчеству и трансцендентности
человеческого бытия, природы и культуры как таковых. По словам Константинова, эта самореализа-
ция не обязательно должна быть в математике, а может случаться и в других областях человеческой
деятельности, интеллектуальной или не нет. Он привел несколько примеров “нематематических кры-
льев” у своих учеников математической школы, которые он ценил:

НК: У нас в математическом классе был один парень, эксперт во всем, но абстрактная матема-
тика его не интересовала. Таким он был. Затем, когда он закончил школу, он поступил в МГТУ
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им. Баумана. Но он сделал нечто очень необычное. Его отец был также мастером на все руки. Он
построил дачу под Москвой настолько хорошую, что она не уступала их московской квартире. По-
этому, когда вся семья, как обычно, переехала в Москву к первому сентября, этот парень, Тимофей,
сказал, что не хочет в Москву, и лучше останется на даче. Его родители не возражали, и он жил
на даче один. Он варил себе картошку, но пользовался полной свободой. Он нашел брошенную, сло-
манную машину на какой-то свалке, отремонтировал ее и стал на ней ездить. Он также подружился
с местной полицией. Во-первых, все его документы были в порядке. Во-вторых, если у полицейско-
го проблема с машиной, а Тимофей находится где-то рядом, то он сразу же починит ее. Поэтому
полиция относится к нему с большим уважением. А теперь он нашел другую машину, тоже брошен-
ную. Он уже отремонтировал ее и собирается ездить на ней. Как видите, его образ жизни не такой,
как у обычных математиков. Во всяком случае, тот факт, что он не учил математический анализ,
не послужил причиной для его учителя попытаться выгнать его из школы. Он (его учитель) был
снисходителен к этому. Потому что это был особенный человек очень высокого уровня. И у меня
есть пара других примеров. У нас также был ученик, кстати, он был в моем классе, который тоже
не решил ни одной задачи по анализу. Но он занял первое место в Москве в конкурсе на знание
испанского языка, и теперь помогает устанавливать контакты с испаноязычными странами. Итак,
должны были его выгнать или нет?

ЕМ: На самом деле, мне было бы интересно узнать, каковы ваши ценности. Если математика не
важна, то что важно? Как бы вы это определили?

НК: Я не знаю; я просто решаю этот вопрос в конкретной ситуации. Но чтобы у меня была
какая-то теория на этот счет, у меня ее пока нет.

ЕМ: Позвольте мне предположить кое-что на основании того, что я услышал, а вы скажете, так
ли это на самом деле.

НК: Давайте попробуем.
ЕМ: Мне кажется, что вы сосредоточены на авторе. Это может быть автор в математике или

в каких-то прикладных вещах, когда что-то делается вручную. Или авторство в языке. Вы просто
заинтересованы в авторстве. В английском есть слово “агентность”, а в русском ближе — “автор”. В
качестве альтернативы может быть “талант”.

НК: Ну, я бы использовал другое слово. Итак, мы знаем, кто пришел к нам на работу. Очень
хороший парень, все было отлично. Но позже, когда мы попытались оценить этого человека, я сказал,
что мне все в нем нравится, но я не вижу у него крыльев. Так что слово “крылья”, на мой взгляд,
более уместно.

EM: Другими словами, “человек с крыльями”! Это своего рода творческое авторство. Творческая
личность с инициативой.

НК: Да, что-то в этом роде.
ЕМ: Спасибо, это очень хорошая метафора.
НК: Могу я привести еще один пример? Очень талантливый человек. Он уже окончил универ-

ситет и преподает в школе. Вот что удивительно в этом парне. Он потрясающий трудоголик; он
работает так много, что это трудно себе представить. Этому невозможно научиться у меня. Вот что
ему нравилось: он выбирал задачи для учеников средней школы, например, с 3-го класса по 7-й. И
начал выпускать журнал: вы, наверное, знаете журнал “Квант”1? Ну, он создал своего рода младший
брат “Кванта” — журнал “Квантик”2. Он издает его, журнал продается в киосках, и им интересуются
не только ученики средних классов. Пенсионерам тоже нравится его читать. Во всяком случае, он
тратит огромное количество времени на “Квантик”. И когда я однажды начал говорить среди своих
друзей о крыльях — то, о чем я только что рассказывал вам, этот человек, Сергей, сказал: “Если бы
у меня не было крыльев, вы думаете, стал бы я заниматься изданием этого журнала «Квантик»”?

1Научно-популярныйжурнал по математике и физике “Квант” (издается с января 1970 года) http://kvant.mccme.ru/
2Главный редактор журнала “Квантик” — Сергей Дориченко. (http:// kvantik.org/).
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Это абсолютно верно. Благодаря своим крыльям он тратит массу времени на то, чтобы “Квантик”
увидел свет.

В конечном итоге, полностью сформировавшийся человек с крыльями — тот, кто может найти в
себе вдохновение на инициирование новых творческих начинаний, проектов и задач. Воспитание та-
ких качеств предполагает особую педагогическую направленность. Константинов ценит школьников,
которые любят учиться, страстно любят математику (или другую область деятельности), и которые
упорно добиваются своего, несмотря на разочарование и случайные неудачи на пути в достижении
своих интересов и увлечений (а не отличников и победителей престижных математических конкур-
сов). Мне кажется, что представление Константинова об идеальном ученике было реализовано при
отборе воспитанников в математические школы. Все абитуриенты, которые не вылетели и дошли до
конечной, шестой, стадии вступительных испытаний, зачислялись независимо от результатов экза-
менов, т.е. того, сколько задач кандидат решил или не решил. Дело было не в количестве решенных
задач, а в том, мог ли интерес ученика в математике сохраниться несмотря на разочарование от
количества нерешенных задач. Идеальный ученик — тот, кто хочет учиться и способен “постоянно
думать о нерешенной задаче”.

НК: Действительно, способных ребят не хватает. Но я думаю, дело не только в том, что нельзя
научить каждого, очень важно, чтобы человек очень хотел научиться. Есть один известный учи-
тель физики, который ведет семинар для взрослых, куда приходят физики и некоторые учителя.
Однажды он задал им вопрос: “С какими учениками вы бы хотели работать — с отличниками учебы
или с победителями олимпиад, с кем еще?” И почти все ответили примерно одинаково: не важно,
отличник он или победитель олимпиады; важно одно — способен ли человек неотступно думать над
нерешенной задачей. Потому что бывает, что человек очень способный, но у него нет этой неотступ-
ности. Тогда ничего не выйдет, ничего. Важно, чтобы интерес к этому возрастал в течение всего его
детства. Но в школе часто этот интерес убивают, например, прививают людям страх к математике.
(Борусяк, 2010).

Для Константинова идеальный ученик представляет собой сочетание дилетанта (от итальянского
слова, которое можно перевести как “приятный”), того кто любит заниматься каким-то делом (на-
пример, математикой) и любит изучать его, а также того, кто способен преодолевать разочарование
и неудачи, часто встающие на пути того, кто сталкивается с самостоятельной работой и решением
математических задач (Anderson, 2010; Matusov and Brobst, 2013).

Как педагог может поддержать крылья в учениках?

Я спросил Константинова, как поддержать “человека с крыльями” и способствовать развитию
его/ее “крыльев”. Константинов ответил, что рецепта для этого нет, но что у самого педагога долж-
ны быть крылья. Тем не менее, существуют педагогические и организационные условия, которые
облегчают или мешают процессу развития “крыльев”.

ЕМ: Предположим, какой-то педагог хочет поддержать детей с крыльями. Как можно помочь
людям, способствуя развитию их крыльев?

НК: Мне кажется, ученик сам по себе должен быть очень хорош — это самая трудная часть. Я
не думаю, что тут есть какой-то алгоритм. Такой человек всегда отличается; какой тут может быть
алгоритм? Ясно, что вы должны быть непохожи на других.

ЕМ: В России был философ по имени Владимир Библер, он назвал это “человеком культуры”
(Berlyand, 2009; Bibler, 2009). То есть человек с крыльями — тот, кто делает то, что никто другой
не делает, и очень хочет это делать. Он делает это не потому, что это можно продать, а потому, что
не может жить иначе. Чтобы вернуться к нашему разговору о педагогическом институте, то, что
убивает крылья в школе, — это вечно строгие правила: домашнее задание должно быть выполнено
к пятнице; в противном случае вы получите неудовлетворительную оценку. Вы согласны с этим?
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НК: Согласен. Когда нам впервые пришла в голову идея создать математические классы, Кро-
нрод3, который был одним из инициаторов, думал, что все это будет решаться областным (комму-
нистическим) партийным комитетом, хотя позже выяснилось, что этот орган не имеет к нашему
делу никакого отношения. Поэтому он договорился с областным комитетом партии, что мы будем
работать вообще без оценок. Но так не получилось, не вышло. Но идея такая была: для чего нужны
оценки? Все прекрасно понимают, что можно жить без оценок.

ЕМ: Кстати, вот еще одно мое наблюдение: Веня и Андрей просто ставили всем “пятерки” в итоге.
НК: Да, они делали это именно для того, чтобы, по сути, отменить оценки.
ЕМ: Хорошо, кроме того факта, что у нас были страстные учителя, вроде Вени и Андрея, кото-

рые говорили, что оценки не нужны, домашние задания, нависающие над тобой, вредны, что еще
вы обнаружили, что еще мешает формированию крыльев и что важно для их развития? Ограничен-
ность по отношению к предметам: то, что вы рассказали о детях, которые не обязательно изучают
математику. Это тоже ограниченность, когда вы смотрите на что-то одно и забываете, что мир богаче
математики или чего-то еще. Это уже третий принцип. Что еще вы заметили?

НК: Вы знаете, сейчас в нашей школе происходит серьезный процесс бюрократизации, основан-
ный на правилах, а не на авторских суждениях преподавателей.

(Разговор между ЕМ и НК, часть 1, 30 октября 2016 года).
Из этого разговора и других источников я могу вывести следующие принципы авторской педа-

гогики Константинова для поддержки людей с крыльями:
1. Педагог сам должен иметь сильные крылья.
2. Не должно быть давления на учеников, которое мешает их интересам, переживаниям и поры-

вам (т.е. “крыльям”) путем создания педагогического режима выживания.
3. Педагогу следует избегать или саботировать оценки, которые постоянно создают давление.
4. Педагогу следует избегать такого режима выполнения заданий, который держит учеников под

контролем и отвлекает их от того, что они по-настоящему хотят делать.
5. Педагогу следует избегать бюрократизации и того, чтобы руководствоваться правилами. Вме-

сто этого педагог должен руководствоваться авторскими суждениями о том, что хорошо и что плохо
в каждой конкретной ситуации, и брать на себя ответственность за принятие рискованных решений.

6. Педагогу следует избегать узкого взгляда на ученика, который не позволяет воспитанникам
развивать крылья в более широкой или даже полностью другой сфере.

7. Педагогу следует направлять ученика в сторону постановки своих собственных задач и целей.

Предпочтение работать с детьми старшего возраста

Константинов настаивал на том, что его идеальные ученики должны иметь определенную доб-
ровольную приверженность некоторой области практики (например, математике) для того, чтобы
крылья сформировали свой собственный авторский голос в этой практике. Для этого личность уче-
ника должна быть достаточно зрелой, что часто начинается с подросткового возраста. Крылья юных
учеников носят целостный, широкий, недифференцированный и не нацеленный на определенный
предмет характер.

НК: Я могу только сказать, почему я не хочу работать с маленькими детьми... У меня про это
же спрашивал в свое время Сергей Фомин (организатор математических кружков и олимпиад):
“Почему вы не занимаетесь с 5-м, 6-м классом? Это такие благодарные ребята, они так все хорошо
воспринимают”. Я ему так ответил: “Когда у меня ученики 10-го класса, то даже если они чего-то
и не знают, это в любом случае люди, у которых есть своя собственная шкала ценностей в жизни.
А когда я занимаюсь с пятиклассником, я в лучшем случае увижу свою собственную отраженную
шкалу ценностей. И поэтому он мне не очень интересен”.

3Александр Семёнович Кронрод (22 октября 1921 года — 6 октября 1986 года) — советский математик. Основопо-
ложник создания направления искусственного интеллекта.

(https://ru.wikipedia.org/wiki/Кронрод,_Александр_Семёнович).
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Возьмем историческую аналогию. Когда Бетховен начал учиться у Гайдна, то последний никак не
мог понять: что интересного в этом ученике? Повторяет в точности то, что делает Гайдн. А вот когда
Бетховен показал что-то свое, вот тут Гайдн заинтересовался. И понял, что это очень интересно.

Вымуштровать маленьких можно. Но есть другая сторона: у человека должны развиваться широ-
кие интересы. Если их нет, то что он будет делать? Приведу такой пример. Однажды меня уговорили
взять одного шестиклассника в Эстонию (в летний математический лагерь). Он там старался, был
библиотекарем, и даже ходил на кружок по комбинаторике. Но было видно, что у него ум не созрел.
Каких-то простых вещей не понимал. Потом стал понимать, поступил в 57-ю школу, успешно окон-
чил ее, и, казалось бы, все в порядке. Но после школы он не стал никуда поступать. Ему уже 30 лет,
а он с тех пор так нигде не учится и не работает, причем такая жизнь его вполне устраивает. Ему
ничего не надо. А родители изо всех сил старались, чтобы он развился побыстрее...

Мне кажется, что когда человека вынимают из естественной среды, то он может больше потерять,
чем приобрести.

ЕМ: Но кружки для 6-го класса — это совсем другое. Это не то же самое, что шестиклассник
идет на кружок 10-го класса.

НК: В.Л. Гутенмахер (популяризатор математики, ныне живущий в СоединенныхШтатах), когда
его дочь училась в 91-й школе, стал вести там кружок для маленьких по геометрии. Я спрашиваю:
“Чем вы там занимаетесь?” И он отвечает: “Конечно, то, что мы там занимаемся геометрией, это
условность. На первом занятии мы обсуждали вопрос: что общего между словом «циркуль» и словом
«цирк»?”. Я думаю, что это как раз правильно. Чем меньше люди, тем у них интересы рассыпаннее.
Ребенок будет писать формулу, а его заинтересует карандаш, которым он эту формулу пишет. Не
надо пытаться вести для них сконцентрированный курс. А вот такие занятия, где обсуждается, что
общего между циркулем и цирком, очень подходят для этого возраста (Константинов, 2002, с. 47–48).

EM: Я прочитал ваши очень интересные размышления о том, почему вы не любите работать с
младшими школьниками. Например, почему вы предпочитаете работать с 7-м классом, а не с 3-м
или 4-м классами. Я не знаю, когда было то интервью, которое я прочитал. Вы можете что-нибудь
добавить к этому?

НК: Ну, мне кажется, что им нужен несколько иной подход в образовании. Оно должно быть
менее узким.

EM: Более интегрированным? Более целостным?
НК: В нем должны быть самые разные вещи: почему кошка мяукает, почему у мухи шесть лап

или почему перегорает лампочка. Одним словом, очень широкий круг вопросов, которые дети изу-
чают поверхностно. Более глубокое изучение должно происходить на уровне школьников старшего
возраста. (Разговор между ЕМ и НК, часть 3, 3 ноября, 2016 года).

Для меня позиция Константинова в отношении младших школьников предполагает, что их учеб-
ная программа должна быть еще более открытой и спонтанной, чем программа для старших классов.
Учебный план, вероятно, не должен тематически определяться одним предметом, но должен позво-
лять свободные междисциплинарные запросы. Это не дает ученикам в раннем возрасте посвящать
себя какому-либо предмету, к чему младшие школьники часто не готовы (Lobok, 2012).

Руководство учителя: проверка решений математических задач учеников
в течение лекции

Одним из главных изменений, которые Константинов внес на ранних этапах, был отказ от лекций
и упражнений в качестве основной формы занятия. Вместо этого основной формой занятия стали
решение математических задач учащимися и проверка учителями решений вместе с учениками. Ма-
тематические задачи отличаются от упражнений, поскольку математические задачи направлены на
введение новых, возникающих понятий и идей, в то время как традиционные упражнения включают
в себя применение понятий и идей, которые студенты изучают в ходе лекций. Например, в обыч-
ной школе учитель дает новую теорему, а затем доказывает ее перед учениками. Ученики должны
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понять и запомнить теорему, а затем использовать предложенные упражнения, чтобы правильно
применить теорему. Наконец, учитель проверяет правильное понимание учащимися теоремы по-
средством устных и письменных математических заданий: воспроизведение доказательства теоремы
и ее применения.

НК: Когда я задаю задачи, я всем раздаю листки с условием, чтобы человек видел написанный
текст. Это лучше, чем если я буду писать что-то на доске, а они будут переписывать... У нас вообще
есть презумпция: если лекция прочитана, это значит, что студенты ее усвоили. Но лекционная систе-
ма изначально неэффективна, потому что кто-то быстро записывает, но ничего не понимает, кто-то
отвлекается. А изучать все это люди будут только перед экзаменами. К тому же ошибочно представ-
ление о том, что сначала нужно наполнить голову знаниями, а потом только эти знания применять.
Человек просто перестает воспринимать. В Высшей школе экономики на математическом факульте-
те попробовали избавиться от этой ошибочности. Там человек читает лекции, и они сразу попадают
в интернет. Кроме того, каждый студент там регулярно сдает решения задач. Материал у него по
мере усвоения сразу становится рабочей лошадкой. (Леенсон, 2012).

Напротив, в педагогике Константинова ученики часто сталкиваются с новой теоремой в фор-
ме оригинальной математической задачи, которую они свободно выбирают, чтобы решить ее само-
стоятельно или в сотрудничестве с другими учениками. Ученики могут успешно решить эту зада-
чу/теорему или нет. Когда ученик или группа учеников чувствуют, что они решили задачу/теорему,
они сообщают об этом учителю по математическому анализу, который “принимает” решение уче-
ников, внимательно выслушивая его детали, задавая проверочные вопросы и привлекая внимание
учеников к самым интересным, творческим, оригинальным и красивым чертам их решения. В том
случае, если ученики застряли, педагог направляет их на правильный путь. Руководство препода-
вателей матанализа часто предлагается в ответ на трудности, с которыми сталкиваются учащиеся,
пытаясь решить задачу самостоятельно. Когда ученик успешно решает задачу/теорему, она ста-
новится новым инструментом (“рабочей лошадкой”) для решения других задач/теорем, что делает
задачу теоремой. Под “теоремой” я не подразумеваю классическую теорему, которые даются в тра-
диционных учебниках по математике, но любую задачу, которая может стать инструментом для
решения других задач. Столкновение с новой математической задачей/теоремой вызывает у учени-
ка новый интерес, который приводит его или ее к углублению интереса в ней.

НК: ... естественный ход познания в математике такой, что человек заинтересовался какой-то
проблемой, потом он начинает как-то углубляться в нее, но на лекциях же делают все наоборот: вы
не успели даже узнать, чем эта задача интересна, а вам уже дают ее решение, читают теорему, вы
не знаете, зачем она нужна, и потом ее надо выучить, потом еще одну, еще одну, и так пять лет. Но
это же уже неправильно. (Привалов, 2012).

В педагогике Константинова математика всегда авторская, дискурсивная и “внутренне убеди-
тельная” (Бахтин, 1975; Matusov and von Duyke, 2010). Математическая истина устанавливается,
определяется и контролируется не авторитетом учителя или учебником, или тестом, а самим уче-
ником посредством убедительного дискурса в математическом сообществе с участием сверстников
и учителей. Конечно, лекции тоже играют роль в его педагогике, но лекции часто были подчинены
первичному процессу решения и отчета/проверки математических задач.

ЕМ: Николай Николаевич, я хотел бы спросить вас сейчас об истоках, и я уже много читал
в ваших интервью об истоках авторской педагогики. Я знал, что эти математические кружки су-
ществовали еще до вас, но из того, что я читал, они были, в общем и целом, другими. Они были
ориентированы больше на лекции. Правильно ли мое понимание?

НК: Они были другие, конечно. Они не были полностью посвящены решению задач.
EM: Не могли бы вы объяснить, почему вы переключились с этой ориентированной на лекцию

формы или с формы лекций и обсуждений на решение задач и их обсуждение?
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НК: Я думаю, что традиции мехмата (механико-математический факультет МГУ) были здесь ос-
новным фактором. У меня был друг, с которым я сидел за одним столом, а его мать была учителем
биологии. И поскольку она была учителем, пусть и биологии, она дала нам пропуск на посещение
кружков в университете. А на кружках были лекции, в первую очередь. Первая лекция, которую
я посетил, была лекция Яглома. Яглом прочел лекцию об индукции в геометрии. Были некоторые
небольшие задачи по геометрии, в которых нужно было выяснить, на сколько частей диагональ де-
лит многоугольник; количественные проблемы, решаемые по индукции. В любом случае, знаете, что
потрясло меня на этой лекции? Яглом читал лекцию и иногда задавал вопросы школьникам, сидя-
щим в первом ряду. Другими словами, он стоял у классной доски, а школьники сидели перед ним и
слушали. И вот он говорит, обращаясь к залу: “Есть ли такая теорема?” И он формулирует некото-
рую теорему. А я был в университете впервые и думал: “Вот до чего мы дошли — профессор читает
лекции в университете и не знает, какие есть теоремы”. Он спрашивает школьников, существует ли
такая теорема. “Так, — подумал я, — он профессор и не знает теорем”. Я, конечно, отреагировал
узколобым, схоластическим способом: он профессор, который должен знать все. И вдруг он говорит:
“Вы не помните, есть ли такая теорема или нет? Ну, это не имеет значения, мы докажем ее сейчас”.
И я был совершенно потрясен. Он не знает, существует ли такая теорема, но ему даже не нужно
это знать. При необходимости он сам ее докажет, вот и все. Другими словами, было ощущение, что
мы живем в совершенно другом мире. В школе ты должен был запомнить все, чтобы знать это. Но
здесь, как оказалось, можно обойтись без запоминания чего-либо и все равно это знать.

ЕМ: Другими словами, знание здесь приходит через воспроизводство. Если мне нужно что-то
узнать, я заново узнаю это, выведя это, а не вспоминая.

НК: Это о том, чтобы не запоминать все заранее, а затем использовать. Конечно, это совершенно
другой подход.

ЕМ: Другими словами, схоластический подход, хороший схоластический подход, означает сна-
чала понять и запомнить. А затем воспроизвести свое понимание — то, что вы запомнили. Здесь
все совершенно иначе; здесь всегда задачи, интересные задачи, которые решаются. Так что, если вы
забыли ее, это не имеет значения. Это новая задача, которую нужно снова решить сейчас.

НК: У меня был странный опыт в первом классе. Нам задали выучить таблицу умножения.
Сейчас это делается во втором классе, а тогда было в первом. Итак, учительница вызывает Иванова.
Трижды три. Он встает и отвечает: девять. И так она постепенно опрашивает всех. Я понимаю, что
скоро очередь дойдет до меня. Но я не выучил всю таблицу. Она спросила меня шесть на семь.
Шесть на семь было относительно непростой задачей. А я не помнил ответ и думал, что мне делать.
Я тут же встал и сообразил — “шесть на шесть — тридцать шесть” — это я знал. “А шесть на семь
— нужно прибавить еще шесть»” Пока я стоял, я это понял и ответил правильно. И потом я был
убежден, что обманул учительницу. Нам было сказано выучить, но я не выучил. Другими словами,
я не выполнил ее задания. Смешно то, что и по сей день, когда мне нужно умножить шесть на семь,
я воспроизвожу эту операцию.

(Разговор между ЕМ и НК, часть 3, 3 ноября, 2016 года).
Переход от лекций к слушанию и проверки ученических решений математических задач-теорем

представляет собой переход от того, что Бахтин (1975) определил как “авторитарное слово”, к “внут-
ренне убедительному слову”. В последнем и ученик, и учитель являются членами дискурсивного
сообщества, в котором они оба имеют равные права на то, чтобы бросить вызов и дать ответ лю-
бой идее в дискурсе. Истина утверждается в этом дискурсе только после того, как ученик сможет
доказать ее, ответив на все возможные вопросы, возражения и вызовы со стороны равных членов
сообщества. У учителя нет большего, чем у учеников, эпистемологического или другого авторитета
в этом процессе. Когда математический дискурс ученика выдержал вопросы, возражения и задачи
учителя (и сверстников), он становится решением и доказательством (Latour, 1987). Напротив, в
обычной педагогике, основанной на лекциях и упражнениях, истина контролируется авторитетом
учителя. Цель ученика — понять, принять и воспроизвести эту истину.
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НК: Так я понемножку втянулся в математические кружки, а к пятому курсу до того обнаглел,
что для студентов первого курса мехмата организовал семинар. И я понял тогда удивительную вещь,
абсолютно новую для меня. Уровень взаимопонимания между преподавателем и студентом стано-
вится совершенно иным, когда преподаватель принимает задачи. Эта систематическая работа, когда
я пытаюсь понять твою мысль, а ты пытаешься понять мою мысль, — это совершенно иной уровень
взаимопонимания, чем тот, что бывает, когда лектор читает лекцию. А особенно сейчас — дистан-
ционно... человек, сидя дома, может слушать лекцию в университете... там не будет этого уровня.
Неизбежно получается поверхностно. Он и вопрос не может задать. Я не против дистанционного
обучения, только надо понимать, что оно не всегда может что-то дать. (Дориченко, 2010).

Тесное взаимодействие между учителем и учеником в классе Константинова не ограничивается
“принятием решения ученика”, но включает и испытание ученика новыми задачами. Опять же, ис-
пытание происходит среди равных людей в дискурсивном сообществе, которые воспринимают идеи
друг друга серьезно и безо всякого покровительства или чепухи. Преподаватель помогает ученику
перейти от интуитивных зародышей идей к развитию полномасштабного понимания.

НК: ...У меня был ученик в школе, а теперь он студент. Но когда он еще учился в школе, я начал
задавать ему такие вопросы: “Подумайте над определением точной верхней границы множества”. И
он успешно придумал одно: это число, которое больше или равно любому элементу данного мно-
жества, и его нельзя уменьшить. Позже, когда он учился в 8-м классе и еще не знал определение
предела, я начал задавать ему вопросы типа “Попытайтесь сформулировать определение предела”.
Я дал ему наброски примерно для десятка вариантов определения, и он разобрался с ними всеми
самостоятельно. А в некоторых случаях он говорил: “Нет, это неверно, потому что...” Но я был удив-
лен, что этот человек фактически придумал все определения сам. Они на самом деле практически
идентичны. Он очень способный человек и теперь учится в университете.

ЕМ: А что, если вы помните, побудило вас дать ему задачу придумать определение? В этом
случае, с этим учеником?

НК: Я скажу, что обычно люди начинают нести всякую чушь. Например, когда я учился в 7-м
классе, один мой одноклассник спросил меня, — а это был обычный урок, поскольку в то время не
было математических классов: “Ты знаешь высшую математику?” Это был совершенно неожиданный
вопрос для меня, и я сказал “нет”. И вот он говорит мне: “Смотри. Значение называется бесконечно
малым, если оно все время приближается к нулю, но никогда не достигает его”. Я воспринял это
утверждение как очень мудрое. Боже мой, мне никогда не приходило в голову нечто подобное. Я
знал, что существует эта высшая математика, но она пришла ко мне каким-то странным образом. Но
когда человек постигает некую сущность, он начинает безошибочно создавать все эти определения,
теперь, когда он понял, в чем суть. Это потрясающе, когда человек уже интуитивно все понял и
начинает правильно формулировать.

ЕМ: Другими словами, когда вы видите, что человек начинает интуитивно понимать, следующая
задача для него — сформулировать, то есть найти форму для этого.

НК: Да, найти форму. Но если он знает форму в одном случае, это помогает ему найти форму в
других случаях.

(Разговор между ЕМ и НК, часть 2, 11 ноября 2016 г.)

В конце концов, Константинов определил три основных педагогических принципа для матема-
тических классов, которые, на мой взгляд, составляют принципы “внутренне убедительного слова”
(Бахтин, 1975; Matusov and von Duyke, 2010):

Основные принципы работы в математических классах — тщательность, неторопливость и само-
стоятельность... Тщательность означает, что тема проходится не временно (“в вузе вас этому обучат
как следует”), а окончательно (что не исключает последующего возврата к теме на новом уровне).
Потеря тщательности ведет к потере интереса. Ученик, который один раз чего-то недопонял, другой
раз чего-то недопонял, засоряет, наконец, свою учебу до того, что ему становится противно в ней



12 Евгений Матусов

жить. Наоборот, тщательность позволяет находить в обычных вещах все новый интерес. Основная
роль учителя — не в том, чтобы рассказывать и объяснять, а в том, чтобы тщательно проверять,
разбираться в любых ошибках, сохраняя искренний интерес ко всем успехам ученика. Этот интерес
и является основным стимулом, который имеется в руках учителя, а вовсе не двойки и пятерки,
которые, конечно, что-то стимулируют, но, к сожалению, совсем не то, что требуется. Обдуманность
означает, что каждой сложной задаче уделяется столько времени, сколько необходимо. Неважно,
было ли охвачено не так много тем. Это имеет значение только тогда, когда что-то должно быть
пройдено к определенному сроку и независимо от того, хорошо ли оно изучено или плохо. Если
это все, что имеет значение, то поскольку в итоге ничего не было пройдено, то все — и ученики, и
учителя — теряют интерес.

Неторопливость означает, что на каждую трудность уходит столько времени, сколько нужно.
Не беда, если пройдено мало. А беда начинается тогда, когда нужно к определенному сроку что-то
“пройти” — неважно, хорошо или плохо. Это — беда, так как в результате не пройдено ничего, и всем
становится неинтересно — и ученикам, и учителям.

Самостоятельность означает, что значительная часть теоретического материала, иногда почти
весь материал, выполняется учащимися самостоятельно — они сами доказывают или опровергают
большинство предлагаемых задач и теорем. Прямой рассказ учителя малоэффективен. (Константи-
нов, 2001).

Преобладание неформального добровольного образования, основанного на свободном
выборе, по сравнению с формальным принудительным образованием

Изучая музейное образование, Джон Фальк, Линн Диркинг и их коллеги пришли к понятию
“образовательной среды со свободным выбором” (Falk and Dierking, 2002; Falk, Donovan, and Woods,
2001). В образовательной среде со свободным выбором студенты (например, посетители музея) име-
ют возможность приходить или не приходить в образовательное учреждение (например, в музей),
подходить к любому экспонату, к которому они хотят, и участвовать (или не участвовать) в выстав-
ке так, как они хотят, определяя свое время, людей, коммуникации, перемещения и т.д. Напротив,
в традиционных школах учебная среда назначается и навязывается учащимся: все — образование,
время, пространство, люди, общение, учебная программа, распорядок, отношения, занятия и т.д. —
предопределено и решено вместо и для студентов (Matusov, 2015a). Константинов пришел к идее
образовательной среды со свободным выбором посредством наблюдения за “успехами” принудитель-
ного образования: как оно искажает первоначальные внутренние мотивы и страсть учеников к ма-
тематике:

Слава Цуцков провел кружок для школьников по квантовой механике на мехатико-математичес-
ком факультете МГУ. Но он не мог никакого математического аппарата им рассказать, потому что
ничего они не знают. И вот тогда мы решили сделать такой кружок, чтобы дать им тот математиче-
ский аппарат, с помощью которого они смогут написать и понимать все уравнения электродинамики
и квантовой механики. Это был кружок “Бета”. А ребята из кружка “Альфа” были помощниками.
Так как там была твердая цель, чтобы они нечто усвоили, нам пришлось ввести фашистский режим.
Дисциплина была как в гестапо. Человек, который не выполнил хотя бы одно задание, исключается
из кружка. Но может прийти, если задание выполнит. Семьдесят человек дошло до конца... (Дори-
ченко, 2010).

НК: На первое занятие пришло человек 200. Совершенно неожиданный эффект. Мы сидели в
большой аудитории, там было две доски, на двух противоположных сторонах. На одной доске вел
занятие Витя Пан, на другой — я. Те, кто сидели посередине, могли смотреть и туда, и сюда. Потом
кружок стабилизировался, и осталось 70 человек. Мы договорились со Славой Цуцковым, что про-
ведем с ним курс анализа и дойдем до уравнений Максвелла и уравнения Шредингера. Но чтобы
реально пройти все это охватить, нельзя, чтобы люди пропускали какие-то разделы. Поэтому я и
объявил, что каждый, кто не выполнит задание, отстраняется от дальнейших занятий кружка. Это
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было очень жесткое требование. А привело оно к тому, что все 70 человек выполнили все задания. Но
как только я отменил это жесткое требование, почти все перестали делать задания, а потом вообще
перестали ходить на кружок.

Они ходили, пока боялись, что их выгонят. Я часто привожу этот пример, чтобы показать, как
жесткость приводит к искажению целей. Сейчас я говорю своим ученикам: “Если вы надеетесь, что я
заставлю вас заниматься, — не дождетесь!”. Потому что, действительно, жесткостью можно добиться,
что они что-то выучат. И что? Разве это высшая цель? Выучит, будет знать. И что? Все равно, от
него не будет никакого толку, если не будет внутреннего стимула к деятельности (Константинов,
2002, с. 45).

По словам Константинова, подлинное образование требует свободы выбора интересов учеников.
Когда его спросили, если бы у него были все рычаги власти, как бы он изменил образование, Кон-
стантинов ответил, что он отменил бы службу в армии для студентов мужского пола в России.
Многие русские студенты мужского пола хотят поступить в университет, чтобы избежать армии.
Без призыва на военную службу студенты были бы “свободны в выборе своих интересов” (Привалов,
2012).

По моим наблюдениям, образовательная среда со свободным выбором Константинова основыва-
лась на нескольких практиках:

1. Добровольное участие учеников в различных олимпиадах по математике и математических
соревнованиях на всех уровнях;

2. Добровольное посещение учениками математических кружков;
3. Добровольный выбор учениками математических задач-теорем на листках в математических

кружках и на уроках математики;
4. Выбор учеников участвовать или не участвовать в решении математических задач на уроках

математического анализа;
5. Организация учениками своего собственного времени;
6. Выбор учениками движения, ассоциации (или не ассоциации), сотрудничества (или не сотруд-

ничества), слушания (или не слушания) во время классов математического анализа;
7. Полный или частичный саботаж учителями математического анализа итоговой аттестации

(оценок);
8. Интерес Константинова к разнообразным нематематическим увлечениям и талантам учеников

и его поддержка этих увлечений и талантов.
9. Наличие богатого выбора внеклассных добровольных мероприятий для учеников (например,

кинофак, факультатив по литературе, пеший туризм, КСП — авторская песня у костра, летние
лагеря и т.д.)

ЕМ: Иногда мы заходили в тупик и тогда просили Веню, Андрея или другого студента объяснить,
и они делали мини-лекции для всех, кто был заинтересован. Если кому-то было не интересно, они
отсаживались и занимались своими делами. И если память мне не изменяет, мы иногда уходили и
работали над этими задачами за пределами класса. Мы даже ходили с друзьями в маленький дворик
перед школой и работали там, пока нас не ловил дежурный, но мы говорили, что нам разрешили
уйти. И несмотря на то, что мы могли работать или не работать над этими задачами в течение
недели, насколько я помню, у меня был огромный опыт в решении этих задач. И никто не нависал
над нами и не вынуждал нас выполнять определенный объем. По крайней мере, я не помню, чтобы
меня заставляли, например, решить три задачи к пятнице.

НК: Все это так. Теперь у нас бывают учителя, которые не могут этого понять. Они очень строго
требуют, что такую-то и такую-то задачу нужно обязательно сдать к такому-то числу, иначе грозит
исключение из школы. Мы не можем найти с ними общий язык, потому что эти люди никогда сами
не учились. Например, один учился в педагогическом институте, а потом бросил. Ясно, что этому
не учат в пединституте.
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ЕМ: Я думаю, что в пединституте учат прямо противоположным вещам.
НК: Абсолютно верно. Их учат прямо противоположным вещам. И я знаю, что в одной школе,

которую называют “интеллектуальной”, один человек, который заботится обо всем, он учитель фи-
зики, говорит: “Когда кто-то приходит и говорит, что он хочет работать в нашей школе, я всегда
спрашиваю, пришел ли он из педагогического института. Если он пришел из пединститута, я пыта-
юсь побыстрее избавиться от него, потому что у него совершенно противоположные идеи”. Так что
то, что вы сказали о педагогическом институте — правда.

ЕМ: Хотя я сам работаю не в педагогическом институте, а на педагогическом отделении, я пы-
таюсь внедрить нечто, чему традиционно не учат на таких отделениях.

НК: Преподаватели, которые изучают мой опыт, гораздо более либеральны по отношению к
ученикам. Например, в одном сильном математическом классе, где все ученики, кроме одного, —
победители олимпиад, один не участвовал ни в одной олимпиаде. Но он хорошо работает руками. И
поэтому преподаватель, сильный математик, простил его за то, что он почти не тратит времени на
математику. Учителю не пришло в голову выгнать его, потому что он не делал того, что делали дру-
гие. Но он настолько хорошо работает руками, что они теперь вводят уроки технологии вместо труда
(классы труда отменили), где можно сделать некое устройство, например. Сначала вы используете
компьютер, чтобы создать модель инструмента, а затем отливаете его в металле. Другими словами,
это полностью отличается от того, чем был предмет труда, где нужно было работать молотком и
пилой. В любом случае, этот парень все делал очень хорошо и на компьютере, и по металлу, но он не
решал математические задачи. Тем не менее, он был настолько успешным в этой работе, что в школу
позвонил ректор Бауманского института, чтобы выяснить, может ли этот парень быть зачислен в
его учебное заведение. Это единственный известный мне случай, когда ректор самолично позвонил,
чтобы спросить, достаточно ли у ученика знаний, чтобы учиться в его институте.

(Разговор между ЕМ и НК, часть 1, 30 октября, 2016 года).
Три основных элемента математического образования Константинова — математические конкур-

сы, математические кружки и математические классы/школы/университет — совместно составляют
образовательную среду со свободным выбором:

В России сложилась развитая система математического образования старших школьников. Сло-
во “система” употреблено, может быть, не совсем по праву. Многие части системы не так уж тесно
связаны между собой и не столь уж согласованы по содержанию и стилю, чтобы говорить о “си-
стеме”. Эти части создавались усилиями десятков и сотен вузов, математических школ, различных
региональных коллективов и отдельных энтузиастов. Тем не менее, общность и согласованность все
же просматриваются. Основные части системы следующие:

1. Математические школы и классы.
2. Городские математические кружки.
3. Летние математические школы.
4. Заочные математические школы (ВЗМШ, ЗФТШ, школа Малого мехмата и некоторые другие).
5. Журнал “Квант” и другие издания в помощь учителям и продвинутым школьникам.
6. Российская математическая олимпиада со всеми ее этапами, от школьных до Всероссийской.
7. Другие олимпиады республиканского уровня (Соросовская олимпиада, Международный Тур-

нир городов).
8. Региональные соревнования (Кубок Колмогорова и некоторые другие, в общей сложности

десятки соревнований).
Итак, выделяются две группы мероприятий: направленные на обучение (пункты 1–5) и сорев-

нования (6–8). Ядром системы является обучение, соревнования же служат наполнению классов и
кружков, кроме того, они — украшение системы, которое придает учебе характер большого празд-
ника. Всю систему в целом я буду называть “Российские математические классы”, подчеркивая ве-
дущую роль обучения и не забывая при этом, что такое название несколько одностороннее и не
отражает всего богатства вариантов работы со школьниками. (Константинов, 2001).
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Из истории математических классов 
 

Материал подготовили Комаров С.И., Якушкин П.А. 
 

 
 В этом номере сборника предлагаем вниманию читателей две статьи о преподавании математики 

в математических классах Н.Н.Константинова, опубликованные в шестидесятые годы прошлого столе-

тия. 

       1961-1962 учебный год в московской школе № 7 был особенным – в школе начал работать мате-

матический кружок под руководством А.С. Кронрода и Н.Н. Константинова. Одним из главных резуль-

татов работы кружка стал набор на следующий год двух первых математических классов (8-ых) этой 

школы, один из которых, по инициативе А.С. Кронрода возглавили Н.Н. Константинов и М.Л. Гервер.  

Тогда же в московской школе № 444 появились классы учащихся-вычислителей-программистов. 

В 1963 году Постановлением Совета Министров СССР в Москве, Киеве, Ленинграде и Новосибирске 

были основаны четыре специализированные школы-интерната физико-математического профиля. Каж-

дая из этих школ была прикреплена к государственному университету соответствующего города, так по-

явился физико-математический интернат № 18 при МГУ. В эти же годы началась физико-

математическая специализация московской школы № 2, когда директор школы В.Ф. Овчинников при-

влек для преподавания математики в школе И.М. Гельфанда и его коллег, а для школьников организовал 

прохождение производственной практики по специальности «радиомонтажник» (а позже и «програм-

мист») в одном из институтов Академии наук СССР. С 1963 года стала работать вечерняя математиче-

ская школа при механико-математическом факультете МГУ, а параллельно с вечерней математической 

школой в 1964 г. была организована Заочная математическая школа (ЗМШ), основателем и первым ру-

ководителем которой был И.М. Гельфанд, для учеников других городов СССР и способной сельской 

молодежи. 

     Такое бурное развитие специализированного математического образования школьников в Москве 

вызвало к жизни специальное издание – сборник «Математическая школа». Первый сборник вышел в 

октябре 1965 года, последний (четырнадцатый) в мае 1968 года. Первоначально планировалось, что 

сборник будет выходить 2 раза в месяц (таков анонс в первом номере!). В реакционный совет сборника 

входили такие уже тогда или позже известные математики и педагоги как Э.Б. Винберг, Е.Б. Дынкин, 

А.А. Егоров, С.И. Шварцбурд, И.М. Яглом, которые многие годы активно занимались математическим 

образованием школьников. Сборники «Математическая школа» содержали материалы преподавания ма-

тематики в специализированных математических классах школ №№ 2, 7, 444, интерната № 18 и вечер-

ней математической школы, а также материалы, представляющие интерес для учеников и 

преподавателей математических школ. Сборник печатался на ротапринтах в типографии Издательства 

МГУ. Все номера сборника можно найти по ссылке https://math.ru/lib/ser/msch 

      В 1966 году в седьмом номере сборника «Математическая школа» была опубликована статья 

Н.Н. Константинова «В математических классах школы № 7» с указанием всех преподавателей матема-

тических дисциплин на текущий год (в том числе большого количества студентов), а также с приложе-

нием задач по теме «Комплексные числа». Здесь мы целиком воспроизводим эту публикацию. 

(Воспроизведены также обложка, титульный лист, аннотация и оглавление этого выпуска.) 

 Вторая статья, которая здесь помещена, – это совместная заметка М.Л. Гервера, 

Н.Н. Константинова и А.Г. Кушниренко «Задачи по алгебре и анализу, предлагавшиеся учащимся IX и 

Х классов», опубликованная в 1965 году в выпуске 1 сборника «Обучение в математических школах» 

издательства «Просвещение». 

      Предлагаемые материалы позволят читателю увидеть, как рождалась «система Константинова», 

что в нее закладывалось, а также сравнить задуманное с тем, что делается в сегодняшних условиях в 

школе № 179 и других математических школах. 

https://ru.wikipedia.org/wiki/1963_%D0%B3%D0%BE%D0%B4
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%B8%D0%B7%D0%B8%D0%BA%D0%BE-%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%B0%D1%8F_%D1%88%D0%BA%D0%BE%D0%BB%D0%B0-%D0%B8%D0%BD%D1%82%D0%B5%D1%80%D0%BD%D0%B0%D1%82
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О Фонде содействия образовательным проектам “179”
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