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I 

ВВЕДЕНИ~ 

I. 

"Алг opиrr•A, алг орифм, - всякая: система вычислений, 

выполняемых по строго определенным правилам, которая 

после какого-либо числа шагов заведомо приводит к реше­
х) 

нию поставленной задачи". Это определение не .является 

и~ 
строг~ математическим определением, и это не случа1н о, 

ибо понятие алгоритма не являет ся чисто-математическим 

понят:t-iем. Задача математики - более или менее адэкватно 

отобразить это понятие в точных математических терминах. 

Существует несколько математических "опр ,эдел ений" 

алгоритма: 

А) Определение вычислимой функции .как функции, зна­

чения которой выводимы в некотором логическом исчислении 

(Гёделъ - Чёч), см. А .Church [2]. 

В) Рекурсивные функции клина (рекурсивные функции 

определяютс.FI через рекурсивные операции), s .C.Kleene [З]. 

С) Исчисление Л -конверсии Чёча, А .Chu.rch, [ 2] . 
D) Вычислительные машины Тъюринга, А. .M.Тuring [9]. 

Е) _ инитны.t:1 комбинаторный процесс По уста, &.L.Poat [ 4_] 
У) Нормальные операции Поу ста, _ E.L.Post [ 5], /-6}, 
G-) Нормалъны:f:1 алгорифм Маркова, А.А.Марков L-I }. 

каждое из этих определений Э6Дает некоторый специаль-

ный вид алгоритма, пре,~rендующий на то, что к нему сводит-

---------------х) 
А. Н. Колмогоров, ст airыr "Алгоритмt' в ВОЭ ( 2-е иада-

ние). 
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ся люб о~ алгоритм. онечно, утверждение о сводимости лю­

бого алгоритма доказано быть не может (именно в силJ не­

достаточной четкости общего понятия алгоритма). Общность 

каждого из перечисленных определений, т . е . его споооб­

востъ объять общее понятие алгоритма, устанавливается не 

строгоn теоремо~, а более или менее убедительным рассуж­

дением . Силън1ым доводом в польэу этой общности является 

также и то, что определения 11) - G) , повидимому, экви­
валентны меаду собой ( эквивалентность А), .В) 

1 
С) , ])) до­

казана в работах [2} , [10} и др., утверждение о эквиБа­

лентвости нормального .а.пгорифма другим определениям алго­

ритма - точнее, у'11верждение о rroм, что в се известные ал­

горитмы сводятся к нормальному - вы сказано без доказатель­

ства А. Л. Марковым в [I ] ) . 
Однако t все эти определения оставляют чувство неко­

тором неудовлетвореннасти. Их разумность, т.е. адэкват­

ность общему понятию алгоритма, устанавливается :косвен­

ным обраэом. Сделаем два критических замечания по поводу 

у:каэв.нных опредвлениn алгоритма. 

Замечание 
' / I. То, что определяется, не 

всегда есть алгоритм в том смысле, в каком мы его пони­

маем. Иы же понимаем алгоритм как функцию, аргументом 

которой являются входные данные (вопрос, проблема), в 

некотором эакодировв.нном виде, а значением - решение во­

проса, пррблемы ( тоже в закодированном виде). "В матема -· 

тике принято понимать под "алгорифмом" вычиnлительный 

процесс, совершаемый согласно точному предписанию иве-
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дущий от могущих .варьировать исходных данных к искомому 
х) 

результату". 

Разберем с этой точки зрения определение /1) ,пред­
ставляющееся на первый вэгляд наиболее общим. Рассматри­

вается некоторое логическое исчисление, содержащее ариф­

метику, т.е. символы для: натуральных чисел и примитивно­

ре.курсивных функций. Предполагае1'ся, что выполняются 

обычные условия, которым удо~летворяют исчисления такого 

рода(выводимые формулы образуют вычислимую последователь­

ность ·и т.п.). Часть этих условий приведена в работе [в]. 
Такие исчисления мы будем называть допустимыми. Мы наэо-

вем теперъ функцию, определенную в натуральном ряду вы-

F числимо~, если существует допустимое исчисление 
,,-,::,,.... 

содержа~ее символ f и такое что равенство 

эквивалентно выводимости в r формулы 

- ,.,.._,, 
где т и /1,,, символы, соответствующие числам т и п,. . 
Определение, близкое к этому, дает Чёч в своей статье 

( 2 l . 
Но это не есть еще алгоритм. ато признает и сам 

Чёч , говоря примерно следующее ( [ 2] , стр.351): 
"Ясн о, что длл люб ой вычислимой функции от н ату­

ралъного аргумента существует алгоритм, при помощи кото-

-----------------
х) А.А. Марков I 
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р ого любое частное значение функц и и может быть эф:ректив­

во вычислено. Ибо выводимые р tiве нств а можно Щ:Фектив но 

пвренумерове.ть и алгоритм для выч и сл ен ия: ч астного значе­

ния. фу ю-щ:ии / , обозначаемой символом / , состоит 
в просмотре п еренум ер ованного множества выв одимых ра­

венств, пока мы не до~ дем до требуемого равенств а формы 
,А ,,,... л. JJ 
/ {rn)= h , 

Таким обрuэ ом, опр ецел ение А) выч ислимо t1 функции 

еще не я вля:етсл определением алгоритма. Понятие выч и сли­

мой функции содержит все предпосылки для построения: алго­

ритма, но алгори~rмом ве являетсfi ,- этот алгоритм х) еще 
надо строить. 

И э конструкции Тъюрингfi также можно и звлечь алго­

р и тм, но сама вычислительная машина эмает не алгоритм 

в вашем понимании (как функцию J , дающую результат 
при вводе входных данных), а разворачивает множество зва­

чевий сР в вычислимую последовательность. 
Эти возражения совершенно неприменимы к определе­

нию Е) , кoiropoe может служить классическим определе­
нием веRоторого специального типа алгоритма. Однако это 

определение является именно опр еделением сп ециального ти­

па алгоритма, а не общего влгоритн:ического процессе.. Ут­

верждение об общности определения Е) пока что остается: 
беэдоказательным (хотя: очень вероятно, ч т о он о верно). 

:Н: опре,цел ени.ю Е) в б ол ьше~ мере, чем к другим опреде­
лениям, относя тся: возражения, сформул ированные в зам еч а­

нии 2. 

х) 
Состон 11;ий: I) в построен ии последовательности выво­

димых формул и 2) в просмотре построенных членов после- J 

дователъности. _ 
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Замечание 2. В определениях А) -G) ROC-

венным обраэ ом усте.но:влива .ется достаточная: общность оп­

редеЛFiемого алгоритма. Бта общность обнаруживается 

а) путем более или менее неопределенных рассуждений. 

Этой неопределенности, конечно, избежать полностью нель­

зя; можно тодъко стремиться сделать рассуждения более 

убедительными ; 

б) путем докаэ1:1телъства точных 1'еорем, касающихся: 

энвивалентнооти определяемого алгоритма и ранее опреде­

ленных алгоритмов. Справедливость этих теорем не усмат­

ривается неп~средственво; ~х до .казетелъство требует спе­

циальных рассмотрений. Так, напри.мер; Тъюринг,введя в 

[9] свое определение вычислимой функции, доназывает в 
[I О] эквивалентность этого понятия с п снятием общерекур­
сивной и Л -определимой функции так: 

I) ссылается: на результат Клина, доказавшего, что 

каждая общерекурсивнм функция Л -опред елима , 
2) вводит пом тие ,;\ - К -определим ости и у тверж-

де.ет , что каждая ,,.\ -определzмая функция Л - К -опреде-
лима, 

3) доказывает, что каждая А - К -определимая функ­
ция вычислима по ·rъюрингу. 

4) докаэы:вает, что каждая выч ислимал по '1:1ъ:юрингу 

функция общерекурсивна. 

Эти же возражения относятся и к определениям С )
1 

Е) rJ G). 
) ' 
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2. 

Вое вышесказанное имело свое~! целью обосновать целе­

сообразность ~ведения нового, более совершенного определе­

ния алгоритма , I-< r<от ороrлу мы предъявим, таким образом, 

следующие два требования: 

I. Это должен быть действительно алгоритм. 

2. Этот алгоритм должен быть достаточно об щим . При­

чем желательно, чтобы эта общность устанавливалась не кос­

венным образом, путем специальных рассмотрений , а по воэ­

можнооти содержалась в самом определении. 

Такое определение предложил А.Н. Колмогоров. Чтобы по­

дойти к з,тому определению, попытаемся: уловить наиболее су­

щественные черты, свойственные самому общему алгоритмиче­

скому процессу . 

Вычисления, о которых идет речь в определении алго­

ритма, могут производиться либо на бумаге (например, нор­

мальны~ алгорифм Маркове.) либо механически (например, вы­

числительная машина Тъ:юринга). Сост оя:ние процесса в 1<.аждый 

момент Еремени определяется в первом случае - конфирураци­

еИ символов на бумаге, во втором случае - конфигурацией 

эвеньев машины. Н:ажде.я такая конфигурация: имеет следующую 

структуру: имеется фиксированны~ конеч вый запас "элемен­

тов" (символов, звеньев машиш,1); конфигурация: состоит из 

этих элементов (каждый элемент можнт встречаться в этой 

конфигуре..ции более одного р ~за); между некоторыми из эле­

ментов :имеется: "связь". Так, в норвальном ал:горифме Марко-
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ва тако~ ко~фигурацие~ является слово, "элементами" - бук­

вы е.лфе.вита, каждая буква "связана" с соседнеf:1 буквой сле­

ва и соседне~ буквой спраБа. В вычFJслйтелъноМ машине Тъю­

ривга конфиг у рациеti явля ется состонние машины ; "элемента­

ми" - символы, напечатанные на л енте и состояние команд­

ного уотроИстве.; "связанными" следует считать символы, 

напечатанные на соседв:их секциях ленты, кроме того состоя­

ние 1<омандного устроf.1ства связано с символом воспринимае­

моt1 секции. 

Элементы конфигурации будем теперь иэобрц$аТЬ точка­

ми (вершинами), с указ анием при каждом точке обозначения 

соответствующего эл емента, в свяэи с элементами - отрез-

х) 
ками, соединf!ющ:ими эти точки. Тогда воя конфигурация: 

иэобраэится одномерным топологическим комплексом с задан­

ной на его вершинах функцией f , принюлающе:И зн ач ения 
и э нашего запаса эле .r-лентов. 

Сделаем одно уточнение . От :каждого элемента отходит, 

вообще говоря, несколько свяэе~, или , что то же самое, от 

кавдо:и вершины от ходит несколька отрезков. Иногда бывает 

нужным упорядочить эти свяэи (отрезки). Так, например, в 

нормальном алгорифме Маркова от каждо~! буквы о'!ходит две 

связи - одна к левоli соседней букве и другая к правом со­

седней .букве; при этом существенно эти сввэи различать. 

В соответствующем одном ерно:м комплексе мы можем достичь 

этого следующим образом. -Пустъ слева от буквы . g стоит 
буква а, , а справа - буква С • Соотвgrствующая часть 

---~--~---------
х) Например -, слово o.Js e-d ИЗ нормального алгорифма 

Марr<ова иэобраз~ся ~к: с d,, 
0---0•----о -О 
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одномерного комплекса будет иметь вид: 

а, в с, 
о----о--е 

Поставим на отрезке f5a,, вблизи буквы (6 значок "л" 
( левая свя зъ) , а на отре эке g с,, вбли эи буквы С зна­

чок "п" (правая свяэь). Получим схему 

а,,, g С-
о--~о--~О 

л rr 

Проделаем эту операцию для каждой вершины. Rажды~ отре­

зок получит два значке. Слово а g c,,d, изобразится те­

перь в виде 

а,,, в с,, cL-
0 !l---л~о1=11,-----л-о.._п __ .п_о 

В общем случае кажды~ отрезок, отходящий от некото­

ро11 вершины, получtРr значок, стоящий вблизи этой вершиНN; 

каж~ы~ отрезок таким образом получит два эначка (по одно­

му ва каждом из своих концов). При этом ;ребуется, чтобы 

значки отрезков, отхомщи ·к от люб ой вершИШ{, стоящие вбли­

зи этой вершины, были различны. Значки будем выбирать из 

некоторСl'О заранее усrrавовлеввого конечного за паса ·энач­

ков. 

Перенумеруем теперь наш конечный запас sлемевтов 

натурмьныttи числами I , 2, •••• , f& , а ковеч вый зап ас 

значков - натуральными числами I, 2, ••• р и отождествим 

эле~л енты и эначки с их ном ерами. Итак, состояние алгорит­

мического процесса ест-ъ одномерный топ ологическиМ комп­

лекс с заданной на его вершинах xao~~~~.QJ.ИЭ.§.OJiO! фувк-
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цией f , принимающей энач ен.ия , 2 , ••• , tL • Наждому 
концу каждого отр езка отнесен эначо1< иэ :r-Авоже с тва н ом е­

ров I , 2, .•• ,d.; при Э'I'ОМ отреэки, сходя.щиеся в люб ой вер­

шине, несут на концах, обращенных к :этой вершине, различ­

ны е значки. Одном ерный ко мплекс указанного типа _ мы будем 

называть одномерным ко•л nлексом _цоыядка ( .n-, d. ) , а чаще 

всего просто комплексом (ом . § I). 

Проблема задается· в виде конпп;екса; решение также 

получается в виде комплекса. 

Алгоритмически процесс производится шагами. Кащый 

шаг замючается в переработке одного 1<омпле1<са в друго!1 

по определенным правилам переработки. Алгоритм - процесс 

.цетерминированны.fii, поэтому комплекс, получившийся на 

rv -ом шагу, однозначно определяет Rомплеко, который по­
дучится иа ( n + 1 )-м шагу. Однако каждый раз мы в состоя­

нии воспр инять не весъ 1<омплекс, содержащи~, вообще г ово­

ря, сколь угодно много вершив, а лишь некоторую его "обо­

зримую" часть (причем объем обоэриuоJ части не может 

превосходить заранее уотановле~ н ого предела). Правила 

переработки должвы быть таковы, что переработка происхо­

дит исключительно ва основании иаf,ормац:ии о :виде обозри­

мой части и затрагивает только обозримую часть. 
, -

С другой стороны,мы: должны в принципе уметь восполь-

зоваться :всей информацией, содержащейся в комплексе, а 

не только той, которая попала в его обозримую часть. По­

эт ому мы должны обеспечит~ об о зримой части во эможностъ 

пер ,здвигатъся по комплексу. Таким образом, пoCJie преоб­

разования обоэримоЯ части она, эта обозримая частъ,долж-



IO 

на передвивутъся, т. е. некоторые "необозримые" вершиIШ 

должны стать обозримыми (и некоторые обозримые - необо­
х) 

зримыми ) • 

Итак, пусть на п,, -м шагу процесса возник комплекс 

к~. к 
n.,+,l 

Его надо преобраэ овать в • Это делается 

в два приема: 

I) перестраивается обозримая часть комплекса 

2) после этого некоторые необозримые вершины объяв­

мются обозримыми (а некоторые обозримые - необозримыми). 

Но как указать те необозримые вершиIШ, которые ста­

врвятся обозримыми ( назовем их потенциа.пьно-обоэр.и.мыыи)~ 

Как описать их, когда они лежат эа пределами обозримо~ 

части? У вас нет никаких других ориентиров, кроме обозри­

мых ве шин. Потенциально-обозримые вершины мы _ можем оnи-
потен 11а..льно-о озРwн,1е gерщuн6/ д.олжнt.1 дыть сСя_з_d_!'~ с. О<Jо3..Рuнынц 

с ать лишь отправляясь от оёS-6эримых; короче говора , п отен-

циалъно-обозримые вершиНЬI должны находиться в замыкании 

[JI] ■вожест~а Л обозримых верщин ( определение замы-
кания с . 9 I. стр. З t.; ) • 

Рассмотрим вое это несколько подробнее. Обозримая 

часть состоит: 

I) иэ множества Л обозримых вершин, 

2) из множества обозрим ,tX отре эков, соединяющих 

между собой обозримые вершины, 

3) иэ множества "nолуобозримых" отрезков. соединяю­

щих обозримые вершины с необозримыми. fJiы назвали их "по-
_________ ,,. ____ _ 

х) 
Обоэр:имr:1е верш:ины - принадлежащие к обозримой ча-

сти, необ оэримые - остальные. 
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луобоэримыми", ибо в н их обозрим только тот конец, .кото-
. -

рый обращен к обозримой вершине, т.е. из двух з.начков, 

стоящих на этом отре зке, в обозримую часть входит только 

один - на конце, обращенном к обозримой вершине. 

Мы видим , что обозримая честь образует в комплексе 

то, что мы в 9 I назовем подклассом. атот П:)дкласс ( обо­

.значим его О{,,,) н атянут на множество А обозримых вер­

шин; полуобоэримы е отр езки являются внешними длл этого 

подкласса. 

Таким образом, состояние процесса есть комплекс К 

с выделенffi.,Iм в нем подклассом, которы~ объявлен обозри­

мой частью. 

На основе вида обозримой част и Щ происходит ее 

переработка. Чтобы не нару шать связи между обозримо~ и 
х) 

необозримой частл ми , потребуем, чтобы крайние вершиНЬI 

~ оставали съ неподвивными ( хотя хара~т аристиче екая 

функция на этих вершинах может и измениться); также долж­

ны остаться неизменными п.олуобоэримые отрезки (хотя,опятъ­

таки, обозримые значки на них могут измениться) . 

* Итак, подкласс Ot,,,, преобре.зовался в подкласс Ot-- , 

причем крайние вершины остались неподвижными (ч ерез н их -
;)f . 

при помощи полуобоэр:имых. отрезков - Oi сообщается с 

необоэримо!i1 ч астью). Теперь надо выделить новое мно8ест-

во обозримых вершин. Оно выделяется в замыкании [rх *] 

подкласса ~ *. Те вершиш,r, которые выделяютсл: в са-
м ом Ot ~ , указываются непосредственно. Те вершины ,ко­
торы е выд7'ляются в разности [т *] ' G~~ыделяются 
---------------

х) Определение крайних вершин см . 9 I , стр . З Lt 
... 
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путем указан ия т ех полу обоэримых 
х) 

отрезков, которые к ним 

подводflт. Таким обр а зом возникает новое множество обо­
/J I 

эримых :вершин v"f 
/)..J , 

и натянуты!1 н а нег о подкласс vc., . 

Итак, ва n -м шагу имеет с.я коыплекс к 
11,, 

и в нем 

обозримая часть - подкласс ~ . На основании информа-
,н К tt... в а n,+-i · 

ции о виде vv про и сх оди т переработка f\ , 

п ереработка происходит следующим образом: подкласс О[ 

эаменя-етсл подклассом Ol * , сохраняющим крайние --вер-
шиш,1 ( и внешние· отреsки), затем в пределах [ aL .,)f] вы-

/':'Н' дел.яетсн новый подкласс vc., , который об ъя-вляется обо-

зримо~; частью. • 

lды не испортим дела, если несколько обоб щим процесс 

к 1'\., В К n,t-:! , не 
переработки нарушая: его эффективно-

сти. Именно, будем считать, что переработка происходит 

на основании ивформаци~~ о виде не только Ot , но все-
го замыкания Н ::: [ ()[] ; перерао отк а э атраг ив ает не 
только Gi , но весь подкомплекс Н , которы~ пе­
рераб атывагтся в Н * ; при этом не будем требовать не ­
подвижн ости крайних верщ.ин 01,,, , а потребуем н еподвиж-

ности вершив, соседних для Щ , т.е. вершин из раэ-

ности н \ Си н* ; посредством этих верш:ин при-

клеивается к остальной , · не иэменивше~ся, части комплек­

са. После эамевы Н на Н * в пределах Н * пр·оисходит 
:выделение нового множества А 

1 

-обозримых вершt1н. Заме­
ну Н на 1-{ * и выделение в 1-{ * множества А' мы 

• 
моRем объединить в один шаг. Для этого будем сч и тать, ---xJ ________ _ 

Rаждыи полуобоэримый отрезок выделяется указанием 

об рзр~,мои вершины, . от которой он отходит, и значка, стоя­

щего на этом отрезке вбли аи этой вершины. 
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что внутри f-/ * уже выделено множество 
шаг состоит просто в замене подкомплекса 

Л' 
и1 • Поэтому 

f-/ на подкомп-
лгкс н *. 

'Условим ся- считать, что алгоритм производится некото­

ром машино~, перерабатывающеИ комплексы. У нее, как у вся­

ко~! на.шины, есть нехо1'орое нвчащъное состояние (до ввода 

начальных данных) - тоже в виде комплекса. Входные данные 

в виде ковплекса присоединяются- к начальному состоянию -

полуqаетс ·я комплекс К 
O 

• По вашим правилам он перераба-

тывается в /~ 
1 

, К ,1. п рераб аты вается в V\.,___ и т.д. 
до тех пор, пока мы не получим сигнал о конце процесса, 

т. е. а получении решения. 

KD /J,,1_ 
Комплексы 

) 
и т.д. не просто комп-

лексы: в каждом иэ них выделано множество обозримых вер­

шин; в дальнейшем нам будет удобнее наэыв атъ эти вершины 

активными. Переработка происходит на основе информации о 

виде подкомплекса rt == [Л] который мы назовем потен-

циальным (а его вершины - потенциальными). Вершины иs р вэ­

н~ст 11 ~! ' Jl наэовеt11 граничными. Потенциальные вершины 

таким образом делятся на активные и граничные. Все осталь­

ные (не потенциальные) вершинь1 наз::>вем пассивными. Rом:п­

лекс с выделенным в нем множеством активны ,х веµцин назо­

вем препарированным комплексом или П-комплзксом. Dбыкно­

венны~1 комплекс МОiЪ.'НО считать частным случаем П-комплек­

са, если положить множество акти вных вершин пустым. 

Приведенные рассуsдения подводят нас к следующему 

определению алгоритма, предловенному А.Н.Rолмогоровым. 
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I. IЛашина п ерера.б атывает П-I-сомплеI{СЫ с ед инст-
~ 

венной активной вершинtn.\ в П-комплексы с единственной 

активной вершиной.*) 
2. iдашина задается начальным со сто.я:нивм и прави­

лами переработки. 

Начальное состояние есть конечный или бесконеч­

ныИ (но ограниченный - см.§ I) П-комплекс с единст­

венной активноИ вершиноt1 . 

Правила переработки состоят из конечного множе­

ства 'lfii уп орядоч ен1шк пар / f-/ 1 /-17f}. 
Во всякой паре первы!.! элемент f-/ есть конечный 

П-комплекс, являющийся замыканием множества сво11х а.к-

тивных вершин, а второй элвмент н* есть или конеч-

ный П-комплекс или слово "стоп". 

Если Н * есть "стоп", то соответствующий П-комп-
лекс ~/ имеет единственную активную вершину. 

Если ~/* есть П-комплекс, то задано взаимно-
однозначное соатветствие меж.ду граничными вершинами 

н н *. и некоторым мноRеством вершин 

Не матет быть двух пар, у которых первые элемен­

ты одинаковы, а вторые ре.эличны. 

3. Машина работает шагами. Наждый шаг состоит 

либо в эамвне возникшего перед этим шагом П-комnлекса 

f( на П-комплекс J(' , ·либо в получении сигнала о 
решении, .пиб о в беэреэультатной остановке. 

Замена /{ на К' происходит следующим образом. 
В К берется потенциальный подкомплекс Нк и сре­
ди пар 'fYt ищется та, которая своим первыu элемен­
том имеет /-/ к _ 

*) П р о м е ж У то ч f-1 ь I е П - к о м п п е t< с Ы 
I 
в о з н и 1, в. ю щ !А е. 

в пРо½ ессе перера..оот1,<ц 1 ноrут иметь иБо/1е.е 
___ _ _... _..L,,~____.; u 11..~.Л..J,d o....._.e_Q IJl.....kLH-h~~ --- _____ _ 
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Если втором элем нт_ в этой паре гсть П-комп-

н Сн трц l( * 
леr<с, то к э а.мзн.а:ется Н . Отр"зки, соэдинлв-

шие пассивные вершины П -комплексе. f{x) с граничны-
н ~ ми, подвод,1тся теперь к соответствующим вершинам • 

Полученный так~м обр азом комплекс и есть к , . 
Если второй элемент пары, перЕым элементом кото­

рой является Ни , есть слово "стоп", то ра ота ма­
шины прекращается; связная компонента Q единствен­

ной активно:ti вершины f( есть решение. 
Если среди. пар т нет пары, первый элемент 

которой есть flк , то машина оста.навливаетс11 безре­
зультатно. 

4 . Подлежащий переработке комплекс Р прй сое-

дивяется свое11 активно~ вер.u иноМ к активн ои вершине 

начального состояния, что дает комплекс К 
O 

• Пос­
ле этого машина начинает работать, з аи6няя f<. 0 

на 
,i о ' . 1. к~ (li{} / К =·( k( ) 

7 
К на ==· 11 :и т . д . до получения решения 

или беэреэультатно:ti останоьки. // Н 
В п р \Аt1О )Н е НIАИ (стр , 8 ?) работе. Hd шины . . 

1<011могvР0(3а AeNoHC-TPWPYf!.TCЯ Hd ПPOCTV/lt П l:п~е,ре_. 

rдашина А . Н . Колмогорова определяет в множестве, комп­

лексов некоторую функцию Q = Г ( f() . Функцию отf;омтт­
ле.ксов , задаваемую н .котороt:1 машиной Rолмогорова, будем 

называть алгоритмичес ~й . 

Алгоритмвческ я функция r не всюду определена . 

Действительно , П-комплексы, участвующие в задании 

маш:ины: нач альное состояние и элеменТЬI пар множества 

х) В смысле вэе.имно-однозначного соответствия, уста-
но:~: левного между Гр8.НИЧНЫМИ верШИН8МИ Нх И не.которым 

Lj*. множеством вершин ~ 
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fft - ограничены. Всех их .конечное число, следов атель­
но, их порядки не превосх одят некоторого порядка ( fl, ) d.) 

(см . 9 I). Поэтому функц ия Г может быть ·опред ел ена 

только для тех r<ом пле.ксов, у .которых в процессе перера -

б от.к и пот енци t1льны е подкомплексы б уду т иметь п орядки не 

выше ( п/ о1.) . Ест ественно поэтому рассматривать функ-

цию r ТОЛЪI<О на П-.компле.ксах порядка н е выше ( 11-J d) . 

Re.ждo:ti м ашине мы припише м порядок - минимальный по­

рядок ( п I а.) такой 
1 
что порядки всех П-.комплексов, 

участвующих в э~де.нии машины н е превосходят ( ГL-1 d) . 

IJlашине порядке. ( п.,, 1 сх) з ад а ет алгоритмическую функцию 

Г от конплексов порядка не выше ( п, d) . 

Но дело не ·в этом. Даве и на ко ~лплексах порядка не 

выше ( n. 1 сх ) фу нкция r Я:ВЛffбТСЯ, вообще говоря, не 

всюду определенном. Ибо процесс перераб отки конпл кс а 

Р может не им еть ре,ультативного окончания: 

а) потому, что процесс может не окончиться, 

б) потому, что машина мояет ост вновиться б еэрез уль­

т r1 тн о. 

Пр:и э то м не существует ЭФлект ивно г о о бщего метода 

( алгор итма), позволяющего узнавать по заданной алгорит­

вической функции r и sьданному П-комплексу р , оп­
ред елена ли функция r ( р) или нет (или' как говорят, 

применим ли алгоритм f' к П-комплексу Р или нет). 

Эrот факт носит общий хаµ,.ктер, он остается в силе для 

х) 
всех опрвделенИl1 алгоритма. 

---хJ-Б~;;;-;~;о ~ всегде. существ у ет такой фиксированный 
алгоритм cf; , что не существует ни.какого алгоритма ,по­
зв оляющего для любых входных данных Р указать, при­

меним ли J;;' к Р или нет . 
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I r 
Таким образоJл то, что мш определили, следовало бы 

назвать скорее частичным алгоритмом. Однвко, все другие 

• 
определения алгоритма тоgе де.ют только час~ичный . алго-

ритм, да ничего другого дать и не мог:1т (не частичный 

алгоритм неиэбе•но определ,qется как такой частичв:ый ал-

х1'} 
горитм, которы~ применим ко вся:ким входным денным . . 

Поэтому мы отбросим эпит~т "ч стичныt1" и будем то, что 

мы определили, не.эыватъ просто "алгоритмом". 

Назовем алгоритм бе~у_словны_м, если наче.лъное со­

стояние пусто и 1..QЛовным в противном случае. 

3. 

Все другие опредвления: алгоритма, точнее, алгорит­

мы в смысле других определени~, автометически записыва­

ются в Т ·ермине.х б еэусловного алгоритма :Колмогорова. Хо­

чется при этом подчеркнуть, что речъ идет не о сводимо­

сти определенного кл accf). алгоритмов, скажем нормальных 

алгорифмов ·rдаркова, к алгоритму :Колмогорова, а именно об 

авто~атическом пер еводе алгоритмов этого класса, в част-

• 
ности нормальных алгорифмов аркова, на яэык алгоритмов 

Rолмогорова (см . § 2) . Это происходит в силу уже отме­

ченного рботоя:тельс тва, что каждый алгоритм явля~тся по 

существу процессом, производиным над .ко J1.А пл ~ :<сам .1 , причем 

процессом Rак раз того типа, Roтopыti описывается опреде­

лением А.Н.Rолмогорова. 

У.) 
Например, общерекурс:ивная функция- определяетс,q 

как такал частично рекурсивная, которая: определена на 

всем натуральном ряду. 



Определ е ни е рекурс ивно!1 функции, ка.к функции, задан ­

н ой последов ат ельностью ре~урсrлвных равенств, не есть еще 

определввие алгоритма . Но если отсюда извлечь алгоритм, 

т. е . совершенно точн о указать последове.т ельностъ дей ст­

виа , позволяющих по этим равенствам найти значение функ­

ции , то тем самым автом атически получится н екоторый ал­

горитм I{олм огорова. Актив!Тhте вершины будем обозн ачать, 

обводя их кр асным кр ужком. Для .каждоtt частично-рекурсив­

ной функци и 

легко построить алгоритм (см.§ 2), пе реводящий П-комп­
х) 

в П-комплекс ( ~) 

-------------- ·- "<! r э.. :!1 

х) До сих пор мы для простоты пр едполагали, что харак-
терист ическая функция: f · пр инимает значения: иэ натураль ­
н ого ряда . Натур ал ьные числа при этом игре.ли просто роль 

символов. Нич его не изменится, если разрешить характери­

стическоl функции принимать эвачевия из любого конечного 

или пересчитанного бесконечного множества символов, на-

пример содержащего знаки ( ) , <р 'f и т. д . 
( В едь сам и н ат уральные числ а п ол учил и сь у нас в реэуль­

Фат е эанумерования н екоторого множес~ва символов}. 
Иногgа, к а1< э то мы сделали для П-конплексов (I) и (2), 

МЬI _ будем, и а об ражая: П-комплексы не. бу ма .rе, опускать знач­

ки, пос те.влвнные на концах отрезков. 
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При всей своей общнmсти алгоритм Rолмогорова, как 

и сл .е.цовало ожидать, оказывается не шире, чем обычные 
- -

рекурсивные функции. Кажд ому П-комплексу /t( можно эф-
фе:кт:ивно и однознач но сопоставить натуральное число К 

- его номер (так, чтобы по номеру эффективно и одвоэнач­
х) 

но восстанавливался :комплекс). Ф ун:кция от комплексов 

L = r ( /{) ( вооб~е г овор.f! не всюду определенная) и~у­
цирует в натуральном ряду фувю;ию l=Y ({{) (тоже, во­
обще говоря, не ~~:юду определенную) .· хх) 

Теорема. Если r (ff }- алгоритмическая фун~ИJI t 

то у (и) - частично-рекурсивная фун:кцин ( 9 3). 

Обратное, одна:ко, неверно. Не для· всл:коМ частично­

рекурсивной функции / (Д} существует соотве1rствующея 
---------------х) 

Комплексы будем обозначать большими латинскими 

буквами, их номера - соответствующими малыми. 

хх),"" · «- " ,< 
~ункции от вомплексов мы uудем оuоэвачатъ uолъши-

ми греческими буквами, а индуцированные функции в вату­

ралъвои ряду - соотJ3е1.Гствующими :малыми буквами. 

Рассматривм функци• от элементов векот орого множе­

ства 1/ ( коuпле:ксов ватуральцых чисел и т.д.), мы 
разрешаем ей быть не всюду определенно~. Про таfю функ-

цию мы с:ка-жем, что она определена в множестве • В 
. - ' 

далънеlшем бе~ оговорок рассматриваются функции, опре-

делеввые !. некотором мно$естве. Равенство Дi1 ух фувкциti 

а (;х,,)-= {; (х) 

мьт будем пон:иматъ в том смысл;е, что обе функции о.цsовре­

мевво определены или не определены и их значения равны. 
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алгоритмическая функция Г ( r\) . Например , если у· { й) 
определена на воем множестве номеров ~омплексов, то / ' ( f() 
должна быть приме!iим5: _ко всем комплексам, в то время: как 

алгоритмическан функция не может быт.ь применима ко всем 

комплексам. 

Тем не менее, для каждой функции в натуральном ряду 

t ·(«) во~ же _ можно на.t:iти ее представитель ср еди функций 
от комплексов . Для: этого будем каждое натуральное число - .,. _, - ~ 

И представлять его иэобыаmЕ?_Щi~ - П-комплексом J{ 

~ ;i ~ , 
~-t--c:i-т--EJ-- • •• --0---0------0 

~-+~ ра з 

Натуральные число. будем изображать малыми латинскими бук­

вами, их иэобре.женил - соотве~rствующими большими буквами 

с чертой наверху . Для: .каждоl ф~нкции f = у · (k) в нату­
ральном ряду существует функция от комплексов - мь1 обо­

эначим ее соответствующей большой греческо:!1 буквой с чер-

то~ наверху - · [: == F (К) 
_Те~ем~. Если f (К} частично -ре~урсиввал функция, 

то Г ( f() - алгоритмиче с:кая функция ( 9 2) . _ 

Назовем функцию ~ -= у· ( f<) ~ычitЗ~лимой, вели ,_су ще-_ 

ствует е.лгоритмиче?кая- функция -r , такая что L = Г(И.) 
Легко видеть (9 3), что класс вычислимых функций совпа­

дает с кл асс ом частично-рекурсивных. 

Здесь и всюду :во "Введении" речь для простоты идет 

о целочисленных функциих только от одного аргумента. 

Однако все факты сохраняют свою силу и длFi функций от 

любого числа аргуменrrов. 
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4. 

Перейдем к рассмотрению условных алгоритмов. Если 

начальное сост ояниэ машины, задающей условный алгоритм, 

есть ко~ечныt1 П-комплекс, то тан:у ю машину лег ко эа:мев итъ 

машивоti, определяющей ту же функцию в множ естве комплек­

сов, но с пустым начальным состоянием. Такой алгоритм 

является по су ществу б ез у слов ным. 

При рассмотрении условных алгоритмов поэтому нас 

будут интересовать машины с б есконечным начальным состо­

янием. Мь1 оставим в с 1rороне об щий случай и займемся ма­

шинами с начальным состоянием специ ального вида, кото­

рый укажем позже. 

Вопрос об условных алг9ритмо.х мы рассмотрим в свя­

зи с проблемой сводимости. 

Наряду с проблемой решения отдельной задачи суще­

ствует проблема алгори тм ического решения серии задач. 

Точно так жз наряд у с проблетой сведения решения одной 

эа.д ач и к решению друг ой задачи сущ ству ет проблема ал­

горитмического сведгн~я одной серии эадач к другой се­

рии задач. 

Проблемой сводимости занимался Поуст [ 6 ] . Он 
ре.ссматрив ~ д джа рекурсивно перечислимых, во не рекур­

S1. и so/v . Пер-сивных множества натуральных чисел 

вая серин задач: "Принадлежит ли /и множеству S1. ". 
Втора.я серия задач: "Принадлежит ли lп множеству ,)~ ". 

Поуст р ас сматривал вопрос об алгоритмическом сведении 

пер в ой серии ко второй • Это есть пр9блема сводимое ти 

множества S1 к множеству ~~ . 
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Сводимость множеств есть частный случай сводимости 

функций ( при сводимости ~ к S 'l.., характер ист ичес.к ая 
ф · нкцин S1 сводится к характвристическоt;i функции S~). 
IЛы будем изучв.тъ п роблему сводимос ти сраз у для функции . 

В:ак определить своди ность функции j {r&) к функ­

ции д(n,,) ~ Что- означа ет утверждение: "функция: J (к)вы­
числима, при условии, что ВЫЧ }! слима д( n..-)n ~ Проще всего 
сRа а ать, что это означавт следующе е полоЕев ие: "если 

функция д( h,,J вычислима., то и j (п) вычислима. Но отсюда 
получается , что все невыч ислимы е функции сводимы друг к 

другу пр осто в силу ложности nосылки. Значит , на.цр дать 

какое-то другое, более т он1-сое определение. Таких опреде­

лений можно предлоsить два (не касаясь определении неко­

торых частных случаев сводимости , ра ссмотренных Поустом 

в [ б ] 
I) ~~~!! св.од оо.!~ Функция j ( п) рекур­

сивно сводится к функции d ( tv) , если j ( п)принадлежит 
р еr<урсивному замыканию х) d(п}. Идея т акого определения 
принадлежит . А.Трахтенброту . 

2) ТъюРИ!!.r..ошl!:<J!Я СБО8ИМОQ!~ Понятие тъюрингов ской 

св оди~л о сти было введено Поу стом в [ б ] 
11 Эfфективное р ешение проблемьi раэр .... шимост:и для: ре­

курсивно-перечислимого множ0ства S натуральных чис ел 
---------------х) Р ;:(..,. et 

екурсивное замыкани з ~ункции о естъ минималь -

ный ре [tурсивно~эамкнутый _ класс, содержащий J- и вое 
примитивно-рекурсивные функции . Класс функци и называет­

ся рзкурсивно-эамкнутым , если он замкнут относ ительно 

рекурсивных операций: супврпозициМ , приыи тивных ре1<ур-

сий и применений оператора Jt" 
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может быть мыслимо в виде машi!аъI, или последовательности 

правил, которая, если задать любоз н атурально~ число 

развернет моногенный ( monogenic ) процесс , оканчивающий­

ся- правильным ответом "да" или "нет" на вопрос "принадле­

жит ли п.,, к S-1. " Предположим теперь, что эта ситуа­
ция имеет место со следующей модификацией . Пусть в опре­

деленное время: другой машинно-задаваемый nроце.-сс ставит 

вопрос, принадле~ит ли определенное число т данному 

рекурсивно-перечислимому множеству f; 1..,, , и п~сть маши­

на так устроён а , что если правильно отвечать на этот во­

прос всякий раэ , как вопрос возникает, то процесс будет 

автоматически п одолжаться: до окончательного ответа (на 

вопрос " fl,, б sl. ? " - В . У.). Мы можем тогда сказать ,что 
машина эффективно сводит проблему разрешимости для ~ 

к проб1:1еме разрешимости для S2., . Интуитивно э-то соот­
ветствует наиболее общей концепции сводимости S,1_ к s~. 
Потому что сама концепция: проблевы разрешимос-rи для 

содержит в себе единственно "отвечание" для: любого дан­

ног о натурального числа т,,, на вопрос, содержится· ли 

rп, в $1, , а за коне,чное вре мя конеч н ое ч и с л о та их 

вопросов может быть задано. Соответствующая формулиров-

ка "тъюринг овской сводимости" имеет поэтому ту же сте­

п ень об 1 ности по отношению к сф.рективв ой сводимости, 

как, скажем, общер1:;;Е урсивны в функции - по отношению к 

эф.fективноМ вычислим ости. Отметим, что ..• в тъюрингов­

ской сводимости, за искл 11..)чен:ием первого числа m , зна­
чения чисел tп , длн которых этот вопрос (вопрос 

• 
" т Е S:, (" - В . У . ) ставится, зависит, вообще говоря, ~-
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от пр авильных отв етов н эти вопросы для всех предшествую­

щих m,, . Хар вктер этоt1 эависюл ости, однако, эф:рективев, 

и мы имеем эф:рективную своди м ость в интуит ивном смы сле" 

(Поуст, [ б ] , стр . 31 1-312). 
Ф ормул ировке. Поуста, таким о,разом, касается своди­

мост и м ноже ств , или , ч т о то же с амое , хар аr-<тери ст ических 

функц~й . Однак о, она б е з тр у да. может быть пер ен е сен а на 

св одимость про и звольных функци й в натуральном ряду (? 4). 

В§ 4 пока зана эквивалентност ь эт их обоих опр еделе ­

ний сводимости. 

Попытаемся: т еперь дать наиболее общее. опред ел ение 

алгоритм ич еской с водим ости реш ен ия одн о~ сер и и пробл ем к 

р ешен ию др угой с ер ии пр облем в терминах алгор итма Rолмо-

горов а , а именно условного алгоритма . 

Н:ащду ю проблем у б удем эадаватъ в виде П-:к омпл еr< с а 

К с одн ом активно~ верш иной . Решени е проблемы есть П-ком-
ПЛ6КС L т а.юке с одной активно~ вершиной . Оч евидн о, L 
е ст ъ ф ункция от к 

L = /\(К) 

Пу сть перве.я с ерия п роблем обра зу ет мно жество П-кuмп-

лекоов { [3 } их р еш " ЕИЯ обра. зуют множ ество П-к омпл к-
сов {с} , · С= Г(8/Ан е.лог ичво ДЛЯ' второй с ер ии 

{Р] и {Q] пр облем - множе ства 

(l = L1 { /3) ~ Р ечь идет, следовательн о, о том , чтобы 

алгоритм ич е ски свести функцию Г к функции Л • 

При и зучении функций от комплексов н аложим на эти 

фу нкц ии следующее огранич ен ие. Назовем nослед оват елъвостъ 

/ , 
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П-комплексов 

s: ',S.t, ,,,, > sm, ... 
п еречислимой , если с уще ствует без у словный алгоритм q, 
таком что <р (М) = S т,, 

(н апомним, что М есть изобрuжение числа $m ). I'дно-
жество П-комплексов называется переч ислимым J если его 

можно расположи ть в п еречислимую последовательность (быть 

может , с повторениями). Множество П-комплексов, к кото­

рым применима проиэволън е.я а.лг.оритмическая функция, всег­

да П?реч ислимо (? 5). Поэтому в дальней шем мы будем рас­

сыатриватъ исмючителъно фу нкции от комплексов, опр вде­

леннъr€ на п ереч и сл:и:мых множествах. Что же касается функ­

циl1 в натуральном ряду, то мы б удем рассматривать только 

функции, обласrr'И опред ел ения которых р _,,кур с ивно -п - речис­

лимы (тако вы все частично-рекурсивные фу нкции). 

:вернемся к вопросу о сводим ости Функции Г к функ­
ции Д . Построим бесковечныйПкомплекс ;· заключающий в 

себе всю информацию о фу нкции Л . Для этого развер-
нем область определенин Л 

телън ость: 

в пер ечислимую послед ов а-

Р~ ) Р~, ... , Ph-\.-,•·· Р""- == crcмJ 
Иножество значений Л тоже развернем в последователь­

ность (вообще говоря ,неперечислимун.>): 

Q 1. , Q ~ 1 " • , Qrп , . •, Q = л(Р~) 
t'V'--

~fiЖД ,!~ П-комплекс 'Р.., имеет единственную актиFную JЗер-
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от Р \J лишь тем , чт о в 
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-о+ 
на комплекс 1 · 

(., 

р\..,+ н ет 6.I{Т.ИВНЫХ 
все вершины 

-р, 
с.., в том ч и ел е и 

, отличающи!1 ся 

вершин (т . е . 

р:+-\. присутст-

вуют , но ви d.t и никакая дру гая вершина не выделена 

как активная . П-комплбкс Q t имеет единственную акти в -
ную вершину А. ; совершенно аналогично Qt 

строится L • ;-t + 
Соединим вершину d.'" крмплексе. -PL и вершину р:. комп, 

лекса Gi отрезком ; посредине этого отреэка поставим 
вершину -е i., • Все эти вершх,1ны е'- нанижем на бесконеч-

ны~ П П- 1плекс {/2 <р ( Л) 

. . . 

Активной в ершиной в 11,~(~) является е_-1.. • Для того, 
чтобы .аккуратно получить Iжомплекс , Htiдo еще в d2JЛ)за­
дать характ еристич ескуrо функцию на вершинах и значки на 

концах отр езков . Характерист ическая функция полагается 

равной' единиц е на вершинах е'- и тotJ, которая была на 
+ + J 

вершинах Р'-- и Q i. • Аналогичны м образом устраивается: 
и распредел ение значков на Rонцах отрезков . 

Мы Сi{6.Ж8М , ЧТО ф уНКЦИЯ r адГОрИТМI1ЧеСКИ СВОДИТ ­
СЯ к функции Л , если сущест вует такал алгоритмиче-

ская функция <r и условным алгоритм П ~ с нач алъныr~ 
состоя:ние м (fiq> ( Д) , что для: любого комплекс а В 

П СВ)=Г'(В) 
q, 
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Про условныtJ алгоритм 

чае, что он сводит /' к 
nr мы скажем в таком слу-

6. . Пу сть ер и 9 - две 
алгоритмv.чески е функции , каждая _иэ которых разв ертывает 

обле.стъ опред еления- 6 в перечисленную посл€дователъ­
ность. Можно показать, что если существ_ует алгоритм ll <р , 

сводя·щий Г к 6.. , то су~ествуе,т и алгоритм Г/ G , 

сводящий Г к Ь , так что сам факт сводимости не за­
висит от выбора функции ер (? 5). 

'становим связь е.лгоритмическоИ сводимости фунRци, 

от компл~ксов с рекурсивноfii ·сводимостью функциМ от на­

туралъвнх чисел . 

Пусть даны две функции от комплексов Г ( /!\) и Л ( Г). 
Они (см.стр. 19) индуцируют в натуральном ряду фу нк-

ции 6 (к) и sr~J функциям ~(к) _и S-rкJ в СВО!О 
очередь отвечают функц~и Г(К) и л(К) .(шл .стр . ;LO ). 

Лемма 1..:. Если Г ( К) алгоритмически св сщится к 
6 ( У\) , то l ( ~) рекурсивно сводится к d (А) • 

Лемма 2..!. Если V ( К) рекурсивно сводится к d (к), 
то Г( К) алгоритми~ески сводится: к Д ( К J 

Отсюда нетрудно 

Для тог о, чтобы 

d (К) , необходимо и 
мически сводилась к 

получить теорем~ 

~ ( К) рекурсt1ВН О СВОДИЛаСЪ К 
достаточно, чтобы Г ( ~) алгорит-
6 (К). 

Попутно обнаруживается след ующее обстоя:т елъство. 

Частично-рекурсивна,1 функция: определя· ется: как элемент 

рекурсивного замыкания: класса примитивно-рекурсивных 

функци ti , после чего доказывается т е ар М ' о каноническом 

предс ~авл ен и и ка.тдо~ частичво-рекурс ивн оt1 ф ункц и и в ви-

де: 
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где дt и е . - примитивно-рекурсивные функции' при­
чем Ж - некоторая ВП?ЛНе опр ,эделенная функция ( К:leene, 

3 ). Частично-реку сивная функция, таким обр азом, оп­

ределяется как результат к~ког? -ТО числа рекурсивных опе­

рациti; после чего доказывается, что можно обой тись впол-

не опр еделенным числом операциМ, из которых две: ,!', и 

J{, - раз навсегда фиксированы. Точно так же и для про­

иэвольноi:1 функции у , сводящейся к ф ункции д" , мож ­
но написать н екоторое каноническое выражение. По предпо­

ложению обла сть М опред ел ения функции д' рекурсив­
но-перечислима , т.е. можно построить такую общерекурс ив­

ну 1<) функцию ер (rn ) , что fcp(m..-)}~JU Известно~ что в 
Rаче't}Тве ~ ( 111.,,,) . всегда можно ваять некоторую примитивно­

рекурсивную функцию. 

-:t:еорема. Суще ств уют две в полне определенш.rе прими­

тивно-рекурсивные функции 'С (U} и ov ( U} со следующими 

свой ствами. Если ~ ( х,,) рекурсивно сводится к ' d (Х-) ,· 
то о у~ , ству ет прими тивно-рекурси ввая: функция ~ (и, lТ, ur) 

такая что выполняются. равенства 

I) 3(~1 О)==Х J ( :х-, т, +J):: h, ( J с х, т,), <f ( т), д( <f'(mJ)) 

2) ~ ( :x,)-='t' ( ~ ( х, ,,и- rn,[ C<J(3 сх, т)) ~о])) 

где ер ( vn) - примитивно-рекурсивная функция, п ересч итываю­

щая область определения д('Х-) . 
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:r. L, ц•,r тет в i a• р~ 1 '0 

В ~ 4 - c~at ва ::)т я 

а r.:.x, гово :;пт ·я об 

В § 2 ок э ;ш а-

ФJ кц:·[,. 

Ф ··н~ц ·.~.Я 

В ~ 5 

по~т оя н1 р ков ~дсtво в о в·емя 

в n· лнен rя э т ... ~ о о ·н Авт о. 

,: 



- 30 

О Б О 3 1{ А_2! Е Н И Я 

Натуральные чt~сле. об означаются обыч во малыми латин­

скими буквами: 

k, f, ~, Yl, J р, i J Х1 у 1 z и т . д . 

П-комплексы обозначаются большими латински ми буквами: 

К , L , М , N , Р, Q , Х, 1J, Z и т.д. 

Функции от натуральных чисел обозначаются обычно 

малыми греческими б уr<вами : 

~ ( К)1 6 (х), ер ( т) и т.д. 

Функции от комплексов обозначаются большими гречес­

кими букв rо.АИ : 

г (к)! LJ ( х)' (1)( м J и т.д. 

Иногда к этим буквам приписываются Dвачки и индексы: 

Х- 1 k1, -Sr, Х, К1-, Sr, /':., и т.д. 
При этом соблюдаются следующие условия: 

) Если большая латинская буква обозначает П-комп­

лекс, то соответствующая: малая буква 06 оэвача т номер 

этого комплекса. Так, коt плекс V\ имеет номер К 
~) Если большая греческая буава обозначает функцию 

от комплексов , о соответствующая малая буква обозначает 

индуцированную фув.кцию от номеров комплексов. Tar<, функ­

ция :J = ср(Х)индуцирует в натуральном ряду функцИIР 
21 == ср{х). 

3 ) Если налая латинская ,буква ( нв.пример, К ) обо-
, эва.чает натуральное число, то соответствующая большая- ла-

тинская буква с чертои наверху Jt\ обознач ае~ П-комп-
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леке, являющийся: изображен ием этого числа , т . е . П-ко мп­

лекс 

4) Если малая греческая буква (н апример , ер ) обо­
энач ает фу нкцию в натуральном ряду , то с оотв е·тствующая 

большая грече ская б уква с черт о~ наверху обознач ает иэоб­

,2аже_ц.ие этой фунr<ции, т . е . фун.кцито..._gт комплексов ер 
такую что если d ~ lf ( ~) , т о :} с==: ёр ( Х) 

Не.пример" номер комплекса. r\ есть ty\; , иэ обра1$е ­
вие этого номвра - комплекс М , номер этого комплекса 
m и т.д. 

Следун п ие ; иксир овrшвые пр ими тивно -рвкуроивные функ­

ции имеют постоянны е обознач ения: 

{
функция, равенств о нулю которой эквива­

лентно тому, что на одной и з вершин П -к омт 

леке а Х с номером Х имеет са ;знак ceJ 

но мер изображения: "эвки " чисел ( 'Х4, ¾, .. -,,~ 
(т е . номер П-комплекса СХt,Хt.,· · i_х,,): 
, ~ ~ ---~_J_ . .. -~-& - - - ~.._6-б- , , .~ -~ 

'X i. -t-1..pa. 3 -Х!.➔ 1,раз ~ ..... ➔ .l• р а.з 

ункци я-, та.ка~ что если U-- э стъ ном ер 

П-комплекса Х - изображения числа Х,-, 

то ~ ( tl) == Х (функция, обратная- к V (Х)), 

f номер той свя зной компон енты П-комплекс а 

\ Х ,которая содержит вершину со энаком 



§ 1. В сп ом о га тельные 
л е н и я., к а с а ю щ и е с я. 

лек с о в. 

оп ред е­

к о м п -

Множес тво К (конечное ил и бесконечное) об'ектов 
д вух родов - вершин и о rгре зков - ыы наэо веu. комплексом, 

если вып олняю 'l1Ся след ующие условия: 

1/ элементы /,{ образуют одно .мерный топологический 

комплекс; 

2/ на вершинах К задана характевистическая функ­

цил f J< ( е) принимающая целые поло 1 ительные аначения 1 
З/ каждо й верш ине е сопоставлено некоторое множе­

с-тво l К(е) целых поломительных чисел (значков); мно­
жество zк(е)привед ено во вза имно о днозначное соответ­
ствие с множеством О ;(fе)отрезков, отходящих о т верши­
ны е- • 

Если множество J{ конечно, то комплекс :на зовем.. ко­
нечньn.t, в про тивном случае назо вем комплекс бесконеч­

ным .• Пу с111 ое множество будем считать частным случаем. ко­

нечн ого комплекса. 

на гл.я.дно можно пред ставить себе, чrо каждый отре­

аок комплекса несет на себе д ва значка - по значку на 

каждо м своем конце. ~ели вз ять некоторую вершину е и 

рассмотреть множество значков, с то ящих на обращенных к 

э то й вершине концах отрезков, отходящих от э той верши­

ны, то это множество и ее 'IЪ 2 {е.). 
rv1ножество L на зовем по цкомплексом. комплекса /{ , 



если выполняются следующие условия: 

1/ L ecri'ъ по комплекс /( в топmлогическоы смысле; 
2/ на вершинах L опре д елена целочисленная функ-

ция /L (е) причем -/4 ( е) = /; (е) j 
3/ каждо й вершине из L сопоставлено некоторое 

множество Z 4(е) целых поло.щ ителъных чисел (значков); 
множество Z 4{е)приведено во взаимно-однозначное со­
ответствие с ыно ;ествоы о f,(e) оrезков, отхо дящих от 
вершины ~ и принадлежащих L х • Требуется, чтобы: 

а/ ZL(e){;21f(e); , 
б/ соответствие между 2'Lfё)и0о/е)было тем, кото-

рое индуцируется соответствием между Z1/е)и Ofe). 
Множество Ot, назовем. подклассом комплекса /{ , ее-

ли ВЬIПО Л НЯlОТСЯ. след ующ ие условия: 

l/ Ot есть подкомплекс /{ в тополо гическом смыс­
ле; 

2/ на верш инах Щ определена целочисленная 1')1Н.к-

ЦШI { {}t ( е) · пр ичеw. /сн { е) = / J< ( е) ; 
3/ каждой вершине е,, из Ot сопоставлено некоторое 

множество Zо-с,,,tе)целых по л ,.:: ительных чисел(эначков); 
мно т:е ство Z{}(,{e) приведено во вааимно-одноаначное со­
ответствие с Mi оые ством О~(е) отреако:а, отходящих от 
вершины е и принадлежащих. :комплексу К . Требуется, 
чтобы 

а/ l. {}({е) = Z J( (е) 
О(__ Он/, 6/ соответствие между l_ {е)и се) было тек 

-----------------~--------------------
х/ При этом, очевидно О L (е) ~ ОК (е) 



же , -что и между 2 '( е) и О « ( е ). 
Таким образом , подкомплекс L о тличается от под­

класса а тем, что в случае подкомплекса. L м.ы ассоци­
ируем с каждо й верш ино й лишь те значки , .r<.оторые при­

надлежат лишь отрезка.w из L , инцидентным с этой вер­
шины , а в случае по дкласса {}t,, мы ассоциируем с каждо й 

вершШiой все о трезки из /{ , инцидентные с этой: верши­
ной . Ушыми словами, иа вершины подкомплекса мы можем 

" видеть " только те отходящие от нее отрезки, которые 

принадлежат L , .а иа вершины подкласса - все отходя­
щ·ие от нее отрезки. 

ПодF<0мпле1<0 (подкласс) 6уде1~1 наз ывать натянутым 

на мно жество своих вершин. 

Д ве вершины назовек соседними,если они соединены 

о трезком. Вершина называется соседней е множеством fi , 
если она не принадлежит~ и является соседней . хотя 
бы с одно й вершиной из Л . вершина нааываеrгся крайней 
для множества А , если она принадлежит А и является 
соседней хотя бы с о дно й вершино й , не принадлежащей 

~ • ЗамЫRанием [е!/] множества А называе тся минималь­
ный подкомплекс , со д ержащий как множес,nво А , так и 
множество всех вершин, соседних с Л . О 1грезки, соеди­
няющие верш ины 88 J1 с вершинами, не пр инацлежащими к 
ufl , назь ваются вн ешними для А . Очевидно , внешние 
для ~ отреаки соединяют кра йние вершш1ы для,// с 
вершинами, соседними с А . 

но класс о 'l'л ичается от по д:комплеке:а тем, что, имея 



ело с по :класс1н1 , ыы бращаем внимание на внешв•е от-

резкj,f. 

Ко леке f( ваэо ем огрuн · чеи1ым , если ограничено 

о GC~'BO {!х(е)) начени" харакr~еристическо 1: увк­

о ·ество U Z I{ (е) ( т .-е . сово-ц и и ограничено 

уп"ое hO ес~о 
е 

се.к: з ·ач "ов , вc'l•peqa u • ихс.н в К ) . 
с ду в рабо rr· , не ела с11:гц.иа.пьt1ЫХ о 

р.шза., , я 'l'Oi ько огрщн~че ные к мплексЬI. гран:ач.енному 

к мпле су 1риnишеu. nор.r.док (п-,с1.). где 
. f( 

ti~ sиp(f,Je)j о1._ = sир f 2 {е) 

В множестве поря ков к а.~nлексов мо но ввестк · частичное 

упо ядочивание , поло ив 

если о новре· енно 



9 2. 3 а п и с ъ 

ритмов 

р и т м а 

н е к о т о р ы х 

в тер .ми нах 

К о л м ог о ров а. 

ал го­

ал го-

Во Вв едении было отмечено, что алгоритмы в с.мы.е­

ле других определен ий автомаr.гически записываются в 

терминах алгоритма I{олмого рова. 

При изображении на бумаге П-комплексов условимся 

о следующем: 

1/ активные верпин.ы будем выд елять, обводя их кра­
сными кружками ; 

2/ значки, стоящие на концах о трезков, будек для 

про сто ты опу скать; 

3/ разрешим харак'l'еристической функции 1к (е) при­
нимать в .качестве значений не только натуральные чис:­

ла, но и иеко торые символы (например, буквы из алq:а­

витов А.А.Маркова). Если угодно, можно считать, что 

эти символы про сто обо значают некоs.r-орые натуральные 

числа. 

Для записи любого алгоритма в терминах алгори~­

ма Колмогоро ва нужно расчленить записываемый алгоритм 

на отдель ные, достаточно че•rкие операции. 

2. 

Пока;i{ем, как записать алгоритм. Маркова в терми-
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нах алгоритма I{олмогорова. Мы предполагаем, что чита­

тель знаком с определением но рмального алго риlfма по 

С 11'а 1rъе [ f] . 
Слово d. ,1._ о< .i, . , , dп,, из алq:ав ита Мар:1:~ова м.ы будем 

изображать комплексом 

который для простоты будем записывать в виде 

сч итая, что между соседними буквами проведены отрез­

ки. В слу':'!ае, если по тенциалъный подкомплекс несвя.зен, 

отдельные его компоненты будем от елять синей ве рти­

кально 1t черr~'о й . Например, для П-комплекса 

потенциальный подкомплекс запишем так: 

а, с / е h 
Нормальный алгоритм задается схемой 

( щ1) 
( (X:t) 
- - - -

( СХ~) JI ~Р 
Пусть слово fif< ~м.еет вид arkJ а(к) 

в р (f<J !J (Р-) 1 prifL 
а слово ~ - вид ь1 b:t ... ь 11,,1< 

Для простоты будем считать, что 

пусты. 

все слова 



Укажем" как задать соответствующий алгоритм Нол­

могорова. 

Мы хотим применить нормальный алгорифм к слову 

,.......__ 

которое мы запишем в виде П-компле:кса Л 

Расчленим процесс применения нормального алгориф­

ма на о 'I1дельные оп е~ции. 
,..-

Сперва мы припишем к П-комплексу Jl слева циф-

ру 1. · это значит, что мы буцем. применять к нему под­

ста~овку ( 0[ 1 ). В терминах алгоритма Колмогорова 
приписывание цифры 1 задается парой ( /-/, f/ ~) _из 
мно ,ле ства Y/-i правил переработки (пару { f/, /-f1нам 
будет удобнее писать в виде f-1 ~ !-! *) : 

( I) а1. С?--~ 
/ -----------:--

Пунктиром будем показывать то взаимно-однозначное 

соотвеr.гствие, которое установлено между .играничньши вер 

шинами Н и некоторым .множество:ы. вершин f-/ ~ • Мы бу-
п;ем пунктир опускать там, где это соответствие очевид­

но (как, например, Б- ( I) ) . 
Чтобы алгорифм MOF.<HO б ыло применять к любому 

слову Л Ji18 аЛ<f.авита, надо чтобы в пра:в иле ( I) и 
по следующих пра вилах переработ.ки под букваы.и а1 ,а2.,, ... 
пон :имались любые б у .квы из рассматр иваемо го алqав ита. 



Поэтому правило { I) ( как и другие правила) на са­
мом д еле является серией правил ( если в алф,.вите ?У 

букв, то (]} является серией из l./ 'f- правил). 
Теперь мы должны применять подстановку ( 0t 1). 

для этого сперва выделим в А группу иа m 1 букв 
( т-1 ... число букв в J/1 ) • Мы выделим эту группу в 
качестве потенциального подкомплекса. Это достигается 

по следовательностью правил: 

( 11 
1
) 

(П; 
(П з) 

а - ... 
. . . . ----- h1[1 

При этом может случиться, что в л в меньше 

букв, чем в Jl J.. и мы до идем. до конца слова Л , не 
успев выделить т-:1... букв. Это значит, что .11 не со­
держит вхождений ело ва J/1 и мы должны начаrr1ь приме­
нять ( Ot~)- Поэтому .мы должны иметь следующую совокуп-

• 

Появление цифры 2 и означает, что мы будеUt применять. { o-tJ 
Если этого не случилось, то ыы благополучно выдели­

ли в JI потенциальное множество из rn-1.. первых ( считая 

слева) луч и и -ко мплекс 

-=--........... ~~ м Gt tм..v GL rn:{ + i. 

потенциальная часть 
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Теперь мы должны по смо тре ть , совпадае т ли слово 

л = ,...,r1.J (i.J (d.J 
а,1. a:;:i,··· an,11.-i ant, со словом J7 "41(,,1_ a'J._,, ',. am.J. 

(4-) u11.9:ть с9tпадает. Тогда его над о заменить aia В 1 =. 
= g 1 g'l, . . . g h-,i • 

Таким о бразом , дол ~но быть пра вило 

u1 а({) ~ 
<1 • m1 ---w --

Появление цифры 1 говорит о том , что к получившемуся 

компл ексу надо снова применять подстановку ( 0( 1 ). 

ЕQЛИ A-i. ~ В -1_ заключ ительная под С'11ан о вка, ч то 
зап исывается А-1 ~ ... 8 -1 , то пра в ило (JI) видо из менит­
ся так 

.(V:1 
(VJJ 

Пус ть теп ерь сл ово a.J.. (Х,1., .. , Ctmi1q:,Jle совпадает с . 

с.Л1. • Тогда .мы должны всю э ту группу из m:L букв пе-
ред в ину ть на одну букву направо: 

Это правило пишется для всех групп из rп 1 букв 

Ctil,_ ... аtttр тличн:ых от j/ 1 • 

Применив ([1 1), мы получим П-комплекс 

1 01. а аж~-t i ... ()_,,lf,. 

В 81T81)8t.t' надо ис~еiовв ТЬ нв пре'цет СОВ118ДttНИЯ С А1- . --~ 
' группу ИЗ /11.,i , бух-в . -, . . ,.,' . .. ., . ... , (.) --~ 

" а..~ .. а3 . , .. а. "11\. ,{, а.. t"'\.,t_ -t -t 
EoJIИ э тs гру11■в саввв,дее т с с.1/ 4 , мн з1uе няеw ее нв В1 

если нет - сдвRгаем нвпрево еше нв одну бумву. 
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Если ело во Jl во о бще не сод ерыит вхождений с лова J/1 

то мы по йд ем цо конца этого слова и перейд ем к при-
\ менению подстановки ( ~ 2 ) .это осущеСFJ.'ВЛяется 

правилом . 

('LJL) 1 а,/ Q.5 CL5 ,, . {[:;;,§ _,. 2 
И так далее. ..аждый ра з мы применяем о дну из 

поде таново:к ( ()t,x) смо rrpя по то му ' какая цw.рра с то ит 
спереди . Если слово А не содер1 ит вхождений слова. 
Лй ,то мы пере йд ем к ( O--C,f<-4-1.} ,так же как от 
( Ot:1.) мы перешли к { ()-(,_) ~- ·, 

Процесс длится до тех пор , пока 

или 1/ произо йдет заключительная подстановка 

или 2/ мы про еме трим все подстановки 

( Ot1,}, ( ()t~}, ... , ( Оt-'2-}и не о бнаружим в Jl вхо кдений 
ни J/1-ни /11, ... , ни fi/?_,. 

В обоих этих случаях цифра , стоящая спереди , 

"гаснет", вмес r~ о нее "вспых ивает" знак CIU , после 

чего работает уже написанное правило 

(V ~) 
,, 

t'v ~ стоп 
v(.,, '' 

Все остальные не выписанные нами правила совер­

шенно анологичны, их неrrrруд но выписать в явном в ице • . ,1 

Мы в идим , что маш ина ;_rолмо горова , осущесrrнляющая 

нормальный ал го р ифм Маркова , строится хотя и у томи­

тельно, но сов ершенно ав томатически . 

з. 

так же а ,з томат:ически записывается в терминах 



алгоритма Колго 1vо горова и вычисление произвольно й 

частично -ре:курс ивно r;, функции. 

F/JJ'tPli'/()// Ыазовем изображением числа .х. П-ком­

пле кс ,Х :а ида • 

. ~~ . .. ~ 
-:х., -t 2.. р а. 3 

Изобранением "энки" чисел(Х1.,,,, ,.х"-) назовем П- ком-

плекс ( Х1-, ... ~ Х11.,} 

-х~ .... ~ р а. 3 

ко 'l'орый ~удеы: записывать 11:аr<Же так: 

:х:!.- х~- -· · - xh.., 
Назовем функцию 1J-== f ( .х1 ,х~, --• ,х..щ,ыч исл:им.ой , 

если сущее r.гв,ет машина f{олмого ро ва t ! · , пере-
раба r_рывающал п- н:оьmлекс ( x-i., ... ? Xl>t) в п- ком-
плекс ';j 

Мы хотим показа11·ь, что Есякал частично-реку­

рисиБная фу:нкция вычислима. 

частично -рекурсивная функция - сокращено 

определяется так [ 3] ., [ 7 Т • Задается серия 
V 

чрср-

на-

чальных функций . 

Jhf< ( Х1.,. ,. , х~) = х,,, ? о~ (;xd, •'" 'х rv): O' s (X)=X+j 

и укааыЕа~ется рекурсивные операции, по зволяющие 

по уже построенным функциям. сr-rроить новые: 

1/ /Суn-ерпо э иция./ . Если ~ ( Х,:1/ • ,. /х"-), ... 

r /) (х х ) - 1/J {х1 .. .,х,., ~ чрф , то 
•":> 1 ,,.,., d, ···J 11, J 1 ~ 

J ( Х!-, ... ~ Xn-)~ f(ft (Xi,··•,Xtt,), ... 'fт (х1 ,, .. , X,v)} 
тоже чрф. 



2/ /Прю ит:и вная рекурсия/. Если 

·{ (:x-i,. •·) ::th._,) 1А ~ ( [t,j_, . . . ' :X,,.__l, Хп., ;х "--+-:1. ) - црср 

т о и ,4 ( х d. , • • . ? х ..._ - 1. ., х.. n.. ) - чрф , 

где f (xi., . .. , :X"'- - --f.) ;х"'--) задается ра венствами 

t ( Xi, ... , Х ... - 1, О) = h,( Xi > .. . , :X-1'1_-i) 

~ ( х,{, ., , J ;х"'- - :i, :Xh.-+d)= ~ ( X-i, . .. .,XJ,\.-J, :х.,., t (а1, , .. ,)", 

З / / Примен ение :{лино вского оператора 

_/{, ) Если 8 ( Х, , , :х.,,,, ; ~ ) - чрф 
то чрф и 

~ (;х,~, . , ;x~J ~ )" J [0 ( х, , . . , Х~) ~ О) 
класс частично -рекурсивных функций определяете ,; 

как мv.нимальный класс , содержащий начальные функции 

и замкнутый относ ительно рекурсивных операций . 

Чтобы доказать вычислимо с ть любой частично ­

рекурсивной функции , достаточно доказать поэтому , 

что начальные функции вычислимы и что рекурсивные 

операции сохраняют вычислимость . Ины. и словами , 

надо во -первых построить машины ~ол~огорова для 

начальных функ:r;; ий , и во - вторых показать, как , имея: 

машины для заданных функций пос 11,ро:ить маш.иву для 

функции , получающе ·:,t ся: из заданных рекурсивной опе­

рацией . 

, 01:~азательство, такИL"v1 обрааом , ид ет по индук­

ции . При эrr,ом нам выгодно усилить индукr~• ивно е пред ­

полоJRение. :именно , будем строить для чрф не просто 

r ашину , а допустимую машину. 

Будем счита ть, ч то .каждо й часrr•ично -рекрусивно й 

функции отнесен присущий ей одно й фу нкциональный 



( 2 , О 1) 

(2 ,02) 

(2,оз) 

знак J со 1v r, т, 1 и т . д. /, причем в этом фун -

кциональном знаке содержится ИНi..рормация о всех 

рекурсивных :-) Перациях , создавших эту функцию. Мы 

ска: ем , что для функции у ~ f (х1., ... .,.xl't.) пocJ_Dpoeнa 
доп устимая- машина -:/ f. , если ~ I перераба -
тывает люба :"' комплекс в ида ) ./3 __,,/1(\ 
~ d. , 1, r _:,~.,, ~d_; -:)---1--o '3; 
~ :x:,._ .. .t. р а..~ :Х. " .... 1 р а. 3 

/ где к,1_ и /,.-( ~ -пооизвольные комплексы , ел 
один из знаков : ( ( левая скобка) или , 
( запятая) , а. р од ,,,, н из знгу,ов) илlА ,в комплексе 
вv.да 

(&>~ ~ --i- ~ +--C>;L-... - L~~ 
~ "'J-t'l.. Pd-3 

( с теми; же самыми v(. d. , Ki , d, р) .. . опусти-
мость машины означает попросту го воря , что в про­

цессе переработки мы не вы ~дем за пределы комплек-

са ol. , .f, ( ~ ~ ;L ., , 'L . --~-2- 1~ о~--о-----о--<:>- ... -о -о- . . . -6-о-

Все машины, коr~1о рые будут строиться в этом парграфе 

допус rrимы . 

r .... ля про .лоты компл е ~-с с -вида · ) ., 1 ( , i ~ ~ , 2- 2 ~ ' 0---0~--о- ... --О---0- ... -О----0-- - .. -0---0-е>-С> 

,удем зап исывать 

'f (, ~--· 9-.,~ .. - .,~ ... 2., ), 

считая соседние СИI'.t волы связанными отрезком. Если 

же они не связаны, то , так же как и раньше, уело вим­

ся ставить между ними в ертиr<альную синюю чер 1J.1у . 

Еще кор()че комплекс мы будем зап исывать таr<: 

, f ("i-i-f~- ·-· -XVv), 



Итак, сперва надо построить допустимые машины 

для начальных функций . Покажем это на прим ере функции 

S{oc) = X+1 
Задается П- комплекс 

, s (, ii ... t~J - ~ х-+ ,._ раз 
Надо его переработать в П-комплекс 

'2, 2, ... 2, 
Х-13 Pc.\.J 

Это достигается правилами переработки 

' 

( . 

., ( ' 
; ( 

____,. , 

(здесь. возникает 
~ , ~ (, l 2-тот са~.лыи (х +з)-и 

C,\,1M60lt ~) ~ 

> ' 



Теперь надо показать, что если для некоторых ч_'1у н­

кций существуют цопустимые машины , то и для функции , 

полученной иэ них рекурсивно й операцией , существует цо­

пуст имая машина. 

Суперпо зиция. Пу сть для функции <fJ{;x,1 , . .. 
1
xYL,), ... 

,,. rr>1. (XJ, ,., , Xl/4,,), yr~J, .. ,{}IO C тp08HЪl ДОПУ С ТИМЫе МаШИНЫ 

t<f~, ... , f y:,""-, fy . Нужно построить допу стимую ма­
шину f y для функции 

S ( xi., ... _, х~) -=- 1-' ( (f1 (Х1, .. . , :Х.~), ... , 1f УИ--(х~, .. , ? Xh,J) 

Ее построить ле гко. ействительно , легко постро­

ить опустимую машину со следующими сво йст вами. 

Если дан · П - комплекс 

(2.n4) ., f ( Xi - Х~ · ·· - Х~) 
то она перерабатывает его в П- комплекс 

(1.05) 
.,. 

После этого пу скается в ход машина f w , которая заме-
r 1.. -

няет в (2,05) подкомллекс , .,<pi(;x,i-· .. .:X,J , на 7_ i -

изображение числа l.1. , где 1-t-.:; V\ (xJ., .. ~, х~.). Iолуча­

ем П-комплекс 

(2,об) , у,(,~ ,,r.p.,_(iг··.X,. ) •... , 'f.,.. ( Хг · -.х.., ), ) , 
r1 ра.3 J 

Легко написать правила , перерабатывающие его в 

с2 .о 1 J , у; ( z 1 , ' Ч11-( xi- -Х;,,).,, .,lf-( :х,- ··-х.., ), ) , 
А тогда пусу~е т ся в ход 7Cf. и получае'I·ся 

(2,8) , '/' ( l 1 , l 2 ... 2,,, <f
3 

( i- ·· -Х..,), ... , ер..._ (Хг -.Х,,,), ), 
где ~,. ra.~ 

I ~ ~ ер,_ С х i ~ . .. ,.r ~) . 



И так алее. В конце концов получим 

(Z ,09) , 1f ( t{- l.'J.-· · ·. - l ..,__-i '?~ ,), ( 
~ .... ра. 3 , rд е 2-...._= Cf ...... x.i, -·· , -;x.,..-) 

тот ко мплекс. не r.rрудно переработать .в ко мплекс , 

( 2 ' 10 ) )/; ( z -z -... -2 ) 
. ' Т i 1, m.-1 

Носле че-го пускается,-]L ход м~ина f"f , ко торая пере-
рабатывает ( 2, 10) в ~ • ( 'j изображает ;J , где 
13:::: f (xi , .--? x "-). 

Примитивная рекурсия . Для . про с тоты рассмо трим слу -

чай функции от одн ого а ргу ен т~, задаваемо й рекурс ивны­

ми равен с твами 1 ( 0 ) -== t · 
4 с~):- ~ ( x - 1,f(x - i)) . 

Легко п о строить машину f ~ , которая перерабаты­
вает комплекс 

2,11) 

( 2 , 12) 

г ц е 

, + ( х ) ' 
1/ если - в rl ( изо бражен ие fv ) 
2/ е сли 'Х) О - в к мплекс 

, ~ ( Х- 1 , f ( :Х - i) ~ ) ~ 
- изображение ч 1сла ~ - з н а к с в 9,3 W 

( ,.от Ре 3 о к"J 

там же а ина , рабо тая альше, перерабатает комп­

лекс (2 , 12) 

2 . 1/ есл и :Х-1=-О- в ко плекс 

, с,(:Х - 1, z 2. ... 2~) , 
4:. ) ~ .э. 3 

2. 2/ есл и x - i > О - в комплекс 

с 2. 1з) , а ( х -1 ? ( х -2 f, < х -2 J ~ J , J, 
И так далее . В к онце концов , комплекс (2 , 11) пере-

рабо тае тся в ко мплекс 



(2,14) 

Не трудно теперь задать правила переработки, кот·о­

рые бы превращали ко плекс (2, 14) в изобра,, , ение числа 

] == f ( -;х,) • ля этого комплекс ( 2 , 14) над о рас-
с.мо ,греть как формулу и произвести ее . свертывание, на­

чиная с внутренних скобок. 

же, 

зная 

цля 

Опера тор _}v • 
/ 

Несколько более громоздко, но то-

если подумать, достаточно просто , цается прием, как , 

ашину 1 для е(х{, .. , ,хt\,;~) построить машину~ 

... 
~ 

ля это й мuы ины нужно написать 31 правило переработки 

(не считая правил , задающих t
0 

, которые тоже включа-

ют ся в задание ·+~ ) . Вероятн о, это число _ можно сок­
ратить. Мы не буцеы выписывать. эти.· правила. 

Таким образом , оказывается , ч 'JIO для всяко й час-

1г ично-рекурс ивной функции у== f (х1 , ... ')Х .. ,)с ущес·твует 
допустимая машина, перерабатывающая П -комплекс 

, l ( .:Х i - :х ~ · -· - :х ~ ) 
в П!.! комплекс j 

Отсюда сл еду ет, что все частично-рекурсивные функ­

ции ВЫЧИСЛ Ш4.Ы 
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9 З. Р е к у р с и в н о с т ъ алгорит-

ц а ff о л мог о ров а. 

В этом пара.графе показывается рекурсивное тъ безус­

ловного алгоритма Колмогорова. 

Для: этого устроm1 "арифметизацию" этого алгорит-

ма" I{аждому П -ко мплексу К мы отнесем натуральное 

число f< .. его номер. 

Проивведем сперва одно - у со вершенствование маши­

ны Колмогорова. :Именно , исключим из правил переработки 

слово "с"l.1 оп". Буд ем сч итать , что конец процесса насту­

пает rr' о гда , ко:rда на одной (и е динственной ) из вершин 

П-комплекса появляется символ w • Связная компонента 

это й вершины и есть решение. вместо пары (Н, ~<стоn>,) 
будем. , таким образом., писать пару ( Н, Н w) , где Н ш 
отличается от Н только тем, что на единственной (по 

условию) активно й вершине Н поставлен с имвол cv • Яс­
но, что для каждо й машины олмогорова в староы смысле 

можно постро ить маш ину в новом смысле (и обратно), 

задающую ту ж е фун1щию от ко мплексов ( с точностью до 

с:имвола w на активно Н вершине). 

' Соотве'l1ственно ра сширим понятие П-комплекса, вклю-

чив в число значенил харакrr1ерис1гическо й функции символ 

СЯJ • Впрочем, этот с, имвол можно счиrrа ть просто неко-

торым фиксированным_ » туральным. числом. Отождествим. его, 



например , с единицей. 

2. ,1 

Между П-комплексом и его номером стоит промежуточ­

ный об 'ект-табл ица . Занумеруем вершины П-комплекса К 

в како м-ниб ;.;• дь ПОI)ядке : ~,, eQ . е Составю. табли-
., '.<- , А, , • • . , ty 

цу т /,{ : 

о d...0-i d oz... ' . ' dou-

d... i о d..1.1 d,1. 2- ' ' ' d,1. zr 

d_J..,O (Х~А сх.,.д ' .. d. 2, v-

1 с{ ь-о ' ' , 
d v v-

Мы полагаем сх. i.j = о если. 
-€ . /,А е , 

не t (. d 

соединены о трезкоw.. Если же они соединены отрезком:, то 

полагаем d i.j равным тому значку, который стоит 

в конце э r.ro го отрез ка, обращенном к е 1, • I{роме то го, 

ПОЛОЖШ4L ct . ::: о а . = J... = q:X.(eJ)3fк(€-J) 
<>о '5 od do /,..,, 

Здесь J ( е,) " функция, выделяющая активные 



• 

вершины: J., ( е) =- i если активна и У-- ( е) = О в 

противном случае 

Две таблицы, О'l1 вечающие одному и тому же П-:комплек­

~у (и соотБе 11•ствующие разным н умерациям вершин этого 

П-ft.омплекса) назовем эквивалентными. каждому П-комплек-

су с ч ислом. вершин 1r отвечает мноJirество из tг ! 
эквивалентных таблиц (столько, сколько различных нуме­

раций вершин П-комплекса); некоторые из этих таблиц мо­

гут совпадать. 

введем порядок в множес,тве таблиц. Именно, запишем 

таблШJ;у в строчку: 

А среди строчек введек словарный порядок. 

Назо вем таблицу нормаль но й , если нумерация вершин 

П"комплекса устроена так, что сперва идут все вершины 

из множества , dl активных вершин, затем. все вершины 

из множества F гра н ичных вершин, а затеы. ... вершины 

из множес·тва G пассивных вершин , с. .м.-. с. т Р. i 3). 

Нормальная таблица имеет вид 



jl 

н 

f 

G 

-51 

1-1 
~ 

Jl F С 
1 

О d.oJ. '· · d.oo., d.oa,1 ' '• dot.. doJ,J •, • d 01r 

с}.ао «л' · · · d,.aa. о{.л,, · · · "'а" rJ ' ,.J 
" .,_ ц Ц•~ (,\ .. lла ,.,,1. . . . v\a i,-

. . 

cJ..f.o OA-t · .. dt..Qd.t.a,J. •· d1.,e. dt.f,l ... Je,_,.,.. 

. . . .. 

Ъiы будем употреблять для нормал.нной таблицы такую 

запись: 

л r с 

.А J/JIЛFJIC­

F F/lfГ rr;. 
G CЛCFGG 

Заметим, что потенциальному подкомплексу Н 

отвечает нормальная таблица Т Н , ааним.ающая левый 

верхний угол нормально й таблицы Т ~ : 

и что всегда 

А F 
.А JlflЛF 

F FJJ FF 

- \оо ... о\ 
fi G = G Jl = ~ ~ _' '. •. ~ 

о о' .. о 



Рассмотрим множес тво { Т к } нормальный таблиц, 
отвечающих П-комплексу !,,\ • В левом верхнем углу Т ~ 
помещается таблица Тн отвеча rощая: П-ко мпле!{су rl . 
ОтбереЬl те Тк , у которых Тн минима.1 ъны (в смысле ,.___ 

нашего порядка) .. 

вества {Тк} 
Получим мно.ество { Т к } • Из мно-

выберем теперь минимальную таблицу, 

которую назовем каноническо й таблицей для П- .комплекса 

\;\ • I{аждому П -комплексу эс.tфективно и однозначно соо т­
ветствует каноническая таблица и обратно по кажцо й ка­

поническо й таблице эфI)ективно и однозначно восстанавли-

№ается П-комплекс. 

Весь алгоритм переписывается на языке канонических 

таблиц. 

Состояние машины есть ~ионическая числовая табли­

ща Т . каноничность таблицы усматривается непосредст­
венно из ее в ида. В самом д еле , лег1,со обнаружить, от­

вечает таблица н еко торому П-комплексу или нет ( чтобы 

таблица отвечала , некоторому П-комnлексу нео бхо д имо и. 

достаточно , чтобы d..0 J = d J O , все d oJ имели вид 
У\., n. 

З ил и 2r3 · и, наконец, нули в табл~е были располо -

жены симметрично). Если же rr1а блица отвечает некоторому 

П-комплексу, то в ней: легко обнаружить активные столб-
т е м 

цы и С '11роки ( т. -е. столбцы 'iYifoмepoм J , для которых 
У1/ 

d..0 j им еет вид 2~3 · и с троки с тем номером. J , для 



которых d.J O имеет вид 2~ З,v ) • Столбец (строка) назы­

ваеrг ся потенц иальным , если он а .ктивный или если он пе­

ресекается с нeкor.ropo ti активно й строко й (столбцом) по 

отличному от нуля элементу. Элементы, стоящие на пере­

сечении по тенциальных столбцов и строк, образуют поrr1ен­

ц иальную таблицу Т н • '1.абл:ица 1' нааывается кано­
ническо и. , если ее потенциальная таблица занимает в ней 

левый верхний угол. 

Итак, состояние машины есть каноническая таблkЩа 

Т; аа од ин шаг машина, находящаяся в сос· тояни.и Т , или 
т в т ' 1/ перераба тыnает , 

2/ дает сигнал о ко нце процес~д (в том случае, ког­
ш х/ 

да одно из ч исел d O J имеет вид 2 ,з 

' или 3/ останавливаеrr1с.я безрезультатно. · i 

т в т , ~-~ 
Переработка про исходит на основании пра-;j 

вил переработки. коrr·орые мы запише.114i так: 

Столбиком выпишем потенц иальные таблицы Т Н , Тн ., ... Т~ 
(он 1А от в е ц a. i-o т п е r 13 ь, м э пе не- н та. м б п а. Р ах ( Н , Н, . ~ 1. J s· 
Про тив ка ;.,.{д о й из них выписывается. 1габлица 'Т н.,... • Получа-

ется такая схема : 

... 

--------------------------------~--------
х/ А так как }JЫ ото.hiд еств или со 

ч исло попросту равно 6. 
с . ед инице й , то это 



I{аждая таблица - каноническая . Та блица J;; ;t---

не каноническая (и цаже не но рмальная) , а во т какая . 

Таблица имее т вид 

.л 

d i 
Q. а • .., 

F -

где нумерация .е4 , ... , еа~"' у строена 

была каноничес-:::{ОИ . Тогда таблица 

.л~ -* f-

~ ~ 
о i d t 1 ' ' 1 

~-'' d"P d.Of''J ·' '' (j_o rt,c, Oi 

сх.~ 
1 о{, ' / 

d.-н ~r сiчч , .. d..J. r..., 
J~ 

. . . . . ~ .. . . . 

d..l 
ol.p\. ' \ 

, 
ro d.. р F' c:1-f pt~ o1.r r• ... 

i' t 1 , 

J..r•м d..f+lr Jp,t t•I , , • cf r◄ t ,..... r•,o 
F-ff ·-. ... 

\ ' с1.' .t 1 
1 

J !'''" ·t or.,... .. i ... , .... ! ,. ... l".1 .•. o(.f, .. r .... 

J 

JI F 

,Л,/1 jl F 

'1,ак , что бы таблица 

1 н* имеет виц 
~ 

fl~ F~ 
JI-)(-JIJ/~ /Г~ F~ 

-
F-1( f'J~ F~fx-



Здесь 

где (~ (е) 
новое р11спред еление ак rг ивных вершин. При этом нумерация 

, ' ( л .)r.---e1.., .. , , .e,,f+wt.,, про извольна . так что 1!Т1 не есть, 

вообще го воря , активное множество) , с тем то;ько услови-
, ' ем., что бы вершины е /'и, .. •, е f-t rn,, со впадали с вершинам;и 

.еа. +d., . .. 1 -е.а. +WL,, ( ведь при переработке Н в /-/ * вер­
ШШIЫ иа F не меняются) . О ~гр еsки, соед иняющие верши-
ны eQ+{' • • • • • , е Q-lwr.- также о стают(}Я неизменными 

( хотя значки на них ло гут и измениться) , поэтому в таб ­

л ицах 

нули расположены на. одинаковых местах. 

Итак , таблица 

JJ~ J(Jr л~r 
[ f" FJJ* F"f* 

J/ F 
«Л .Л/1.ЛF 

, F F.11 F F 

3а.,меняетс91 

11wрераба 1Iа11а-

F -л- в J Вершины F совпадают с верш инаll.lи иУквадратах 
;.F. ;,,-F F и F нули рас положены на одинаковых местах. 

Пусть теперь дана кано н ическая таблица Т , в 



левом, верхнем углу которо й стоит потенциальная табли­

ца Тн: 
l . 

1 J/ F G 1 

1 ' 

т I л JJ J1 л r ,,,а- · 
== i 

j F FЛ FF FG-

А F 
-

Т = А А.А ЛF 
н 

F FЛ FF {;,:, о cr се 
Смотрим, находится л:w Т н в левом столбце схемы пере­

работки, и если нет, останавливаемся безрезультатно, а 

если да, то заменяеu Т м на Т н* и вставляем Т н* 
вместо Т н в таблицу Т : 

При этоа.t 

ся : 

Л* г~ G* 
.А* Л*! J\~( о 
F* F"~ Flf"F* p*G-* 

С: О ~*t G~Gil 

FG 
GF GG 

и участок 

l 
FG 

G-FGG-
не меняет-

r , 
По сле этого мы строим каноническую таблицу , экви-

* т' ~ валентную Т (ясно, что строится по Т эф:ректив-
, 

но). Таблица Т и есть результат о дно го шага перера-

ботки таблицы Т . 
Если Т 1гакова, что она дает сигнал о конце про­

цесса, то нужно построить таблицу Т ~ , отвечающую свяэ-



но й компоненП'е вершины 6г.J в том комплексе, кото ому 

о т вечает таблица Т . Таблица Т~ - "связная компонен­
Il'а" 1 с троится по Т э<.фе к 11~ ивно; ее построение опи­
сыва е тся анало г ично тому , как мы описали построение Т 

1 

по т . 

з. 

Перейдем теперь к нумерации _ алгоритма. ( ля это го 

аапишеы таблицу Т в строчку 

Всего в с rrрочке ( U-+ 1 )2 знаков. Сопоставим е й по Г~де­
лю ч исло 

гд е р;_, - 1., -тое прос roe число. Тогда канд о й таблице 

отвечает ч исло - ее но мер. 

Номера~ П-компле кса бу дем сч итать номер соответ­

ствую ей ему кан н ическо й табл ицы. 

Ра ссмотри теперь алгоритмическую ~ункцию от коып­

лексов 

Ей соот ве 1rствует неко торая функция от канонических таб­

л иц \ L -==- Г' ( Тк ) , которая, в свою очеред ь индуци­
рует функцию от номеров этих таблиц, или, как мы услови­

лись считать, номеро в этих комплексов: 



Покажем, что J ( и) частично-рекурсивная функция. 
Сделаеы это так. Рассмоr:гр им функцию о ( ~) , та­

ку10 , что есла ~ = fi (Т) то ь'(~) = Xff (T1. Из то­
гпl • го, как мы оп исали переработку Т в , ясно, что 

() (К) - при 1итивно -рекурсивная функция. 

Введем функцию f ( ~, m) = ( ( ~ - -r-~~ ( ~)) · .. ) 

Это есть номер каноническо й таблицы 'Т' , полученной 

на rn,. -ом шаге переработки Т. Функция g(~ ,tп . при-
митивно -рекурсивна, ибо 

f(f<,o) = к 

j ( К 
I 

h~ ~ 1-) = Ь ( ~ ( ~ , m, )} 

Итак , идет процесс. Получается послецо ва'l1 ельность 'l'аблиц 
,-,·· :·l"t°' ·.· rу-'Г~ ' тр2.. т W\_, 

. 1 . ~ · 1 ~f, •11 

их номера ! {fifop~ - f{ ~' j) f ( к ,~) ... f ( к , rп ) .. · 

Процеса про должается до тех пор , пока на активной 

вершине rм.. не ВОЭНИI<НЭТ W , т.е. пока номер -;5 1габлИ 
цы T\'VL не будет удовлетворять равенству cv{-5)-=-o (см. 
обо значения , стр. 31) Итак , проце сс продолжается до пер­

вого rn.0 , удовлетворяющего равенству av { f (к, m) )=О, 

т . -е. до m,0 = jL rп [ ш ( f ( ~, m..)) = О] • Тогда f ( t'<. , m O ) 

есть номер таблицы Т т~ на которо й процесс обрывает-

ся. Чтобы получить решение , надо построить "свяаную 

компоненту " ! wi

0 
; ее номер есть, очевидно, примитив-

но-рекурсивная функция от номера 1 ~м
0

(см. Обозначения). 
Итак, номер ре ения есть 

· d ( ~ ) = t ( S' ( ~ , ;ип. I w .(f. ( х , rп J) = О])) 
т.е . частично- рек~рсt,,1~на.я срункцv1s-~. 



- Go -

В предыдущем параграфе было показано , что каждая 

ча с rгично-рекурсивная функция вычислима. . Покажем ... геперъ, 

что ка;\Кдая выч ислимая функция час тично-рекурсивна. 

Пу"стъ дана вычислимая функция '1.f ::-f {xi, . . . ) х.,,_,) 
По опРе,д.,елени12,, d 
~rсуществует алгоритм , перерабатывающий П-комплекс 

/;{ , равный Х-1 - Х,_- · · · -:1'1'(; 
в П-r<омплекс L , равный 'j . Как мы только что доказа­
ли, номер е комплекса L есть частично-рекурсивная Фуню 
ция от номера К ко vшлекса И : 

· i ~y(!1) 
С дру го й стороны , очевидно , что номер /4 есть примитив-
но -рекурс ивная функция от чисел х1 , .. . ,Х п..-

И = v(x1., ... ,xJ,v) 

. 
• 

также очев идно , что число 1j есть примитивно -рекурсивная 

функция от номера своего изображения 

Итак, 

1 ( Xi, ... ) :;tn,, J == у = ~ r r r)) ( XJ,.,.) X1-v) J J . 
Следовательно , f ( х-1., ... ) -:X1-v) - част_ично-рекурсивная функ­

ц ия. 

Более того, было юказано , что 

~ ( Й)~ ~ (_r( ~.f'w,, [w(f ( ~,т)),о])) 
гд е 1 и CV - неко 1горые вполне опре~еленные примитивно ­

рекурсивные функции. 



Таким образом 

f ( Х;, .. , Х.,,) ~ ~ О;() ( v ( Х;, ... , :х "'J,;on[c.v (s• ( и(х;,. -, x ... Jin}t$}) 

Если положить ~ ( ~ (!).,)) ~ t[ (и); 

S ( v ( х i ) ... , х/'1,), ~) = g ( х 1, ... , 'Х Vt,,) ; 

то получим окончательно 

При n. = 1 эта фо рмул дает 

4 ( а-)- q: ( J ( х, r т[ w cg ( х,rп!) =0] )) 
Мы получили тем самым но вое каноническо е выраже­

ние для про иавольно .r частично-реRурсивно й функции. Здесь 

и Ш фика,ированные, а 3 - произвольная примитив­

но-рекурсивные функции. 



9 4. А л г о р и т м и ч е с к а я 

м о с т ь. 

с в о д и-

lрежде всего, уточним оп еделен ие Т ' юринговской сво, 

димо сти, о . новре енно: 0606 ив его на случай сво , имос·ти 

функций . Будем сч итать что функц ия tf (X) сводится по 
Т ' юрингу к л rнкции i,F(x) , ес ли осуществляе тся следую­
r ая кон струкция. :J.iашина, вычисляющая ~f (X) , вырабаты­

вает число md. и ставит вопрос <=< д(rn.i)= (?1• В зав иси­
мо сти от зн чения 6( m,i) выра батыЕается rп2- и ставит-
ся вопрос << S (m,.)= ?>~ И rraк далее. Есл и в се время да ­
вать ответы на вопросы ((д(mi)=?>), то, наконец , мы 
прицем к отЕету и на вопрос <( ~ ( х) == ? >>-

Иэло ii\ ИМ все это более с,_гро г им яэыкоы.. н:аж о е m t 
есть вычислимая функция от всей предшествующей строчки. 

d,, mi} S (mi) > m 1 }S (т~), ... ) tn~ - i) d(mf<.-1.) 

Чтобы избежать функций с 6есконечно-воsрастающиu числоы 

аргументов, посдедо вательность 

rxo,d1..,d-,_, . . . .., d..5 

бу дем задавать ее гёделевским номером 

е ( do ,ol..1.) .. '} CX.s):::: р/'•+1 (J./(/.+1.,,, Psols-+J. 

где pi. _ ;__-тое, простое ч исло. 

Тогда 

mf< = f (~( х} mJ, д(mi), ... , т,_1 , J ( ml<--t ))) 



где 1f ( и) вычислимая , т.-е. часг11 :ично -рекурсивная 

функция. Эту функцию 1( назовем сводяще й. 

Процесс пос троения чисел ml< продолжается до тех 

пор , пока мы не пол:>7чим сигнал, что пора осrrановиться. 

Устроим э'I•orr с игнал, например , следующим. образом. Бу­

дем. с читать , что сущес 1г вует сигнальная функция JJи) со 

еле ующи и свойствами: 

если J,(t(X )mi, ... ,д(m~~)))>~тo процесс сле ду ет про ­
должать 

если]_(е(х,т1, ... ,d'(mf<_1))}"%0, ТО процесс, ОС'l'анавлива -
еТСЯ и m~=1f(t(x,m4 ,,,, ,S(m~_1J}} и есть искомо е значение 

фунv..ции '<1 ( х) : (1 ( х) :,= п1,1 

Итак, 

{Т)ФУнкция: ~ ( х) сводится по Т 'юрингу, или Т-,2водит-
2,!!, к функции d ( Х) , если сущес твуют час г11 ично -рекурсив 
ные функции, r ( и) (сводящая) и .х (и) (сигнальная:) со 

следующими СВО:Й<,;rгвuмJ-1. Функция rrи) задает по следова-

тельность 
т1 = 1f (~ х) 
tn 

1 
~ 1f ( '}_, х 3 т., S Srm,JJ 

tn, = У, ( 2" 3 "'' 5' J(m,J 1 т': 1 ([И,,:~ 
.. - - ... ... ' 

rп f< = 1f ( е ( х) mJ, 8 ( т i J , ... , Jп i -1 J ( 1r1._,, _ 1 J}) 
И.меет меС'l'О равенство 

0 (а)~ rn~ 
где Jt,, - наименьшее число тако е, что 

~ ( е,( mi" 6(mJ), ... , т Ji - 1., д"( m'i.-1.))) == О 

Rроме того, рассмотрим еще следующие три опреде-



-Gч-

лен ия сво д и1 ости . 

(R.) '.fl:IКЦИЯ ~(х) ыек;tрСИВНО СВОДИТСЯ,1, или {3--=--
СВ О д ится к фунr<ЦИИ д С ':Х . .) ., есл I4 '( ( х) содержится в ре-

iурс ивном замыкании функции 3'(х). 

(fl ) Функция д" (х-) алгоритмически сводится, или 

JI- сводится , к функции 8(х), если функция от комплек­
сов r(~) алгоритмически сводится к функции от комплек-
сов t, (Х) Х/ 

( С) Функция ~ ( х) канонически сводится , или ~ -
c.sog ~, к функции d ( Х) , если существует примитивно -
рекурсивная q.~ун.1:щия i ( u.., и--, i,u---J такая , что выполняют-
ся равенства 

1) J ( х 
I 
о) :=: х -

J ( х, т+-1)~ fi, (9 {х, т;1 cp(mJ, 3 ( lp{ mJ )} 

:t) l (Х) =CZ:{fj(g_,j<-m[cv (:J(X,tn))=o]}) 

где се и uv - некото рые Еполне определенные примитивно ­

рекурс ивные функции ( см.. Обозначения), а (,о (m_) - при­

митивно -рекурсивная q,ункция , пересчитывающая , может 

быть с повторениями , обла с ть определения с5'- ( х). 

:Все эти определения касаются функций от одного ар­

гумента . Чтобы перенест и их на случай большего числа 

а ргум.енто в пос тупим так. Отнесем камд о й фунIЩии / (Х,1, ... ,'Х"") 

ее одноместный представитель f-x-( и} так, чтобы 

--~---------------------------~-----~-~--х/ Алгоритмиче ская сводимость функций от комплексов 
определялась во Введении. О взаимоотношении между 

0 (-х,)и Г(Х) и между &(-:х__) и л(а) - сы.Обозначения. 



где ( ) :x,J_-t-1. x~-t--1. х.,,_,-11 
-е Х-1. > · · · J Х п., = Р~ Р-1. ' ' ' р YL. - 1 

Будем сч и•гать, чю каждая фу нкцик по определению сводит-

ся во всех переч исленных смыслах к своему о цномеотному 

пр ед ставителю и обра тно. Поэтому нам дос таточно иметь 

дело толь ко с одноместными функциями. 

Мы по кажем экв ивалентность всех этих определений 

с водимости.. Сделаем это по схеме: 

С --=;, R ~ Т ----7 .А ~ С 

Если d{x) С- свод ится к J(;x_J, то и по давно J{x) 

R - с водится к 8 (:х) • 

з. 

Пусть функция d (х.) R - сводится к 8(х). Надо 
по ка зать, что имеет место ")"-свод имость. 

Очевид но, что сама функция В ( ~) и все примитив­
но-рекурсивные фун~.ци:в Т-сводятся к cf ( ".l) • далее вве­
д ем инцук 111ивное построе ние. Пусть н еко торые функции 

({JJ1 (f:i,,, '') Сfд. Т-свод ятся к с>{а) • тогда цля них 

существуrо'l' свsдящие фу нкции 1.f (f,1 , . ,, ; 1f rl<. и сиг­

нальные функции x'f, ) .,, ) Yrt, • Пу сть т еперь некоторая 
4.. f<. 



фgнкция ( получается из Cf-:1 
7 

. , , } Гff< рекурсивно й опе­
рацие й . Н ужно постро итъ для + сводящую функцию 1ft 
и сирналъную У., ( • 

Мы не будем проводить этого пос тро ения цля всех 

рекурсивных операций , а укажем, как построить сводя­

щую и с игнальную функции. на примере одно й рекурсивно й 

операции - применения оператора~ • 

Пусть функция 0(Х1 yJ 'f-.сводится к д"(:х). Постро-
им 0*( и._) такую, что e~(~Cr.x)~J)-=8 (x)d) (т.-е., по -
просту · , 0*(2х 3 ~ )=е(х)уlпо опред елеНИЮJ существуют сво­
дящая функция r ( и) и сигнальная у (и) для е*(и). 
Надо построить функции i { и} и У ( и) для функции 

jL (х) =;r:; [0(х;у)~о] 
вычисление_~ {:Х) идет так. Выписываеrr•ся последо­

вательное ть 

0(xJoJ; 0(х,1); 0(:r/t)~ ... 

до тех пор, пока первый раз не будет.· 8( 'Х-} у)= 0 .Тог-

да r ( х) ::: у . 
вычислим 0(:X,O)=-G~(ix) • Имеем схему (ведь 

е* 1'-сво дится к д('Х)): 
zx mJoJ J ( mJoJ} n1-ii) J ( mi_D)) tn ~ , , . J( )'У/4~,) tnlo) 

J ~о) J /J) У, 3с о) .J-~ о ) 

где У,~0)= J (е ( 1, :х.,' m;j_, ,., , mf<-1., д'(mf< -r 1 ))) 
Вычисления идуr.г до тех пор, пока не будет в пер-

вый раз J ~)-= о • Тогда 0 ( ,;х_,о)::: е* ( 2 x)=h1~el Если 



при этом т (о) =0 .,-z, , то ве сь процесс прекращается 

и ~ (х) =О • Если т~0> =1=-О , то пере хо д им к выч исле-
н ию () ( Х) d) = 0 * ( 2 х_ 3) по аналогичной схеме 

:L х · 3 mi~> 3(mii)) т;,J> J (т~~1) m;~J . ,, J(m~c,L1-~ Jm-'L ~d) 

-у ( l) ,У U) у;а) У- i 
-/'- -i ..1'--!2., 1-:1 

д о тех пор , пока не буде т J-1,!J = 0 • Тогда 
0 ( х) d) == е * r 2 х . з) = 1.т :_ d J 

,! 

И так далее. 

Таким образом , вычисление ~ ( х) идет по схеме 
' 

( -d) (\ /J A'1 (,t_J} ИА Г,d lrl. CJ('"d. /,, .. ,,,. 
,i '~ -1., 

х 

{ d) (1) 

У 1- _ . _ . Х ~о 
1._ _______________________ _ _ -11, 

Итак , мы ука зали алгоритм , с 1гроящий по след ователь ­

ность ( J: ) .. По строен ие идет д о 'l'ex пор , пока не бу­

д ет о дно временно 

{ У-~~} =0 

WL с~)= О 
k,'<! 

тогда /L (Х) = jj 
{аждый член по сл е дова 1гель ности ( о[:: ) , н е вхо длщиtт 

по д 3нак функции J- , эф::ре ктивно строится по предыдуще й 
строке. 

Ясно , что алгоритм п о с троения по сл едовательно сти 

(оС:) можно зап исать в в д е некоторо й часr~1ично-рекурсив­
н о й q> '::J Н 1,{ U,И И. 7' С.. t--i О Т d \.< Jtl е. , 4 ТО М О Ж Н (:) П О с. Т Р О И Т Ь 

чdстv1чI10- ре курс LA б-



ную функцию, npeк.l ащающую постро ение это й последователь­

но е ти, как ТОJ!ЬКО выпо лняются равенства ( * ) . 
~ то и будут искомые сводящая и с игнальная функции 

для т-свод имости 8 (х). 

пусть функцин 0 (,х) Т-сво:.;ится к фу нкции d (x ) . По­

кажем, что · тогда имеет место и алгоритtv ическая сво,11и­

мость .. 0 (х) к J'(х)т.-е. алгор иrr1мическая свод имость 
r(X) к ~ (Х) 

В самом деле , Т-с:во д имость -Х-(х} к 8(х) задае тся 

сводящей функцией 'f ( п) и сигнальной У- ( У/_,) . ПостроШL 

~оины Колмогорова f 'r и f У- вычисляющие функции 
f\\l'(N) и ~ (N), которые изображают r (п) 1А У- (n ) 

Пестро им также ма.шину"t которая комплекс 
eJ 

Х,1_- Х2 - · .. - Хи.,, 

перерабатывает в комплекс, являющийся из ображение~ чи­

сла -е ( Х,1_} • ., , :Хп,) • Если область определения d С х.) 
пересчитывается рекурсивной функциеf:'- ер ( vп ) (а мы толь­

ко такие функции i f\(;} и рассма. тр иваеы.) , то область оп­
ред еления фунудии а\(:Х.) пересчитывается алгоритмической 
фунF,.цией ер ( М) • Построим бесконечный комплекс 
а~ ( л L (см. _:тр. _! G ) • Теперь над о алгоритм ичеаки 

свести r ( :х_) к д ( ~) , т.-е. построить машину, осу ­
ществляющую сводящий алгоритм П ~ • 
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Ивыми словами , надо построить машину + о началь­
ным состоянием rflcf? ( !1) осу ес rrвляющую фу н!<'диюГ(Х). 

Задавать эту машину явными формулами было бы слиш­

ком громоздко, но мы опишем ее дейс rr вие, из чего будет 

ясно, как ее построить. 

Итак , вот д ействие П q> ( 1) . I{омплекс 2' преж-
де всего подвергае 1rся де йствию машины 1 е, , которая 
вырабаrr•ывает N1 ( N,1. - изображение числаn-1.=-е(=r)) 

Затем к N,i пр именяется tr и получается М1 
( иаобра~ ение т-1 ) • За тем в верхнем ряду комплеr<.са 

.Р( r-)x/ + Ол.,,ср \6 ищется первый комплекс Р~__!,акой , что соот-

ве1rствуrощи t1 п~ко мплекс Pf< совrt<+ дает с M-t (машину для 
просмотра верхнего ряда cfJ._C!R (Л) постро ить нетрудно). 

Rогда тако й р~+ об наружится, бере 1гся соответствующий 
ему комплекс Gt в н ижнем. ряду и далее П-комплекс Qf<. 
Этот П-комплекс Q~ и есть д ( М,1_) ( изображение 
числа J ( m-i)). По сле это го образуется комплекс U 1 

:х ~ м,t-л( М,1 ) 
Н: нем.у применяется ма~а f R-- • перерабатывающая его 
в некоторый комплекс N<)_ • ( кт~ - изображение числа 
¾--=.eS:_iX,,m;,8(m1). Затем к N,__, при v1 еняется t'f и получа­
ется м~ .. затем сно ва про сматривается верхний ряд 
л~ (3) пока не до дем до первого Pl . для которого 
р~ совпадает с м~ . для него наход им в нижнем ряду 

----------------------------------~ х/ "Верхн иt, ряд" комплекса Ji_f ( д) образуют комплексы 
1)+ n-t р+- ( 

1 , r ~ , ... , "" ) . . . см. стр. i. 6 ) • 



соо 1J.1 ветствующий Qf<-= л (Ptl<) := LJ ( м~) далее образуеы 
комплекс И2., , присоединяя к lJ,1. компл ексы _. М ~ и 
д ( М~) • I{ и~ пр т меняем f e , получаеUt N 1, .. Нако ­
нец , к N1 примен_яеы f у и получаем. А 

3 
• И так да­

лее. ---
Одновременно к каждо му N k 

Процесс идет до тех пор , пока 

--0- изобравение числа (у ) . Тогда процесо прекращается , и 

и ее ть о 'I1вет : соо ТЕе тствую цей комл:11е кс_М /!( 
Пq5 (X)=M t 

с на, что мойно построить машину , которая бы про­

изво ила указанные операции. 

s. 

Ос та.ло сь показа r.rь , что если t {rx) Jl-свод ится к 
J(;x),, то она и С - сводится к d(<X)j. 

оказательство основывается на следующеИ лемме 

Лемм а. Пусть некоторая функция от комплексов 

r (к) алгоритм ически свод ится к некоrгоро й дру го й функ, 
ции от комплексов t:1 ( f\) при помощи с водящего услов­
ного алгоритма пе 
Тогда сущес ,.гвует такая примитивно-рекурсивная функция 

о (и> lJ-} W) , что инцу ированпая в натуральном ря­

ду функция r ( t ) вычисляется по формуле 
J ( д 1 0)::: ~ ( t) _ )) 

( Ч. 01) .f ( K,mt -L)=O(j(k ,Y'fl.),e(v(m)\l(B(v(m)); 

f (К)= S()(*1fyn[w(f(~,rn)) =O])) 



! 

' - / 

Зде сь ;;-, 5 ,~ и w - фикс ирова нные примитивно -рекурсивные 

функции ( см.. Обозначения) , ~ ( f< ) - функция , индуциро ­
в:анная в на111ураль но м ряду функцией Л (К), а О(т) -сfJУНК­
ция , индуциро ванная в натуральном ряду функцией от комп­

лексов 8(М) , пересчитывающей область определения .6(К). 
Пре дположим , что эта лемма у~е дока зана и пусть 

~ С :х) }А-сводится к J (х) • т. -е. Г (1)алгоритмичес­
ки с водится к !\(Х). Покажем, ЧТО r(x) О-сводится к 
8 С х). 

Область определения d' ( Х) пересчитывается прими­
'1'.ивно -рекурс ивноИ функциеИ ер ( т). Эта функция изобра­
жается функцией от комплексов~ G)(M), пересчитывающей 
обла сть опр ед еления 75 (f ). I{а.к о rrмечало сь во введении 
факт с во д имо сти г(;х) к д(Х) не зависит от выбора фуНI{-
ции е , цля ко торо tl строится сводящий алгоритм П (9) • 

( то пока зано в начале§ 5.) Поэтому мы можем счита ть, 
что Г(:Х) с водиrr1ся к Л (Х) · именно по средствок алгоритма 
~ с начальным состоянием. cfi CF (l5.) • 

При юним теперь к алгоритмиче ско й сводимо сти Г(Х) 
к Л (:Х) нашу лемму . В формулах (4, 0 1) ~до число К 
заменить на число ;х, - н омер :ко мпле r-с~а Х) изоб )ажающе-
го число -:х., • Это т номер есть примитивно-рекурсивная 

функция от :с, : 
э=, == V ( х) 

алее, так :как роль G играет теперь (1) , то вместо е 



:Iа до ПОДС 1.Га ЕИ ТЪ (р • 
Учитывая все это , получим из (4,01): 

( 4 , о 2) 

f (v(x),o) = ~(v(xJ) · _ 
j ( v (;х,), т,1) = D (f ( v(~), rn), \(' ( V( tn,)), 8-( 'f (v ( mi)}) 

у ( v (:х)) = ~ ( f ( v(x) ,)'m [ = (_f ( v(x), m)) =О 1) J 
Заметим , что 

~ (vCx))-=)) ( ~ (х)) 

В самом деле, по построению 

j_ ==J(X) 

j r f ( Х) 
(номер 'j ) = ~ (номер Х ) 

-v(d) = ~ (v(x)) 
)) ( ~('х))-==- r ( \) (:х)) 

очн о так · е 

'f r v( т)) = v( ср( m.J); 1 с v с и,)) "" v (д' (и.)). 

Кроме то го, учтем, что 4 ~и\1 вза имно обратны ( см. Обоз­
начения) . Поэтому из (4 ,02) получим. 

J ( V (-;х,), О ) := Х--
( 4 ,оз) S" ( v(x), »-1,•~H((f ( v (-x,J,m), v (lf ( т J), V( d(!f(m.J))) 

'\1 ( д ( 'У. J ) = 5 ( f ( v (ос), )1 m [ w () ( v( ;х,), т ) ) =о]}) 
В: по следнеяу из равен ств (4,03) применим. примитивно-ре ­

курсивную функцию ~ , обра тную к v • 
налагая 

J ( v ( х) , т) := d ( х) Wl) 
l (и, v( u--)

1 
у (W}}=== ft, (LA-, ir, w) 

7 (~(u.)) =C[,(U.) . 
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по луч им о конча rгель но. 

(4 ,04) 

g_(x)o) -=-;x, 
j (':J:, Wt+i) ~ ( (g(x,Wt),Cf{WL), d(!fOпJ)) 
J (~) = '[ (d(X, f< rn [ш(j(x)rn)) === O])} 

Равен ства (4, 04) и означают с·-с :еодимость ~ (xJ к 

д'(х) . 

Итак , осталось д ока зать лемму. Пусть условный ал­

го ритм. Пе С н~чальным СОС ТОЯНИ8Мl Ji,,([J ( л) осуществля­
ет функцию Г ( /;{}. Надо показать , что выполняются ра­
венства ( 4 , О 1 ) • 

Мь про изведем то же изменение в определении маши­

ны. I{олмо горова, что и в § 3, а УJ. енно, будем счита ть, 

что :кон ец п ~;юцесса насr~·упает , при появлении знака ии 

на акr~'ивно й вер 1:ине; с яsаа.я компо нента получив егося 

комплекса - есть решение. 

П-ко 1дпл екс (/2_ ( д) обозначим для простоты cfi_ 
э 

Его можно представить в виде об 'единения двух ко ~шлек-

сов -/J-, и J:, • При этом. d}: - конечный комплекс 
rY\_., tv'- VVl-

в:ида 

ocrra точный бескоЕечны.й комплекс вида. 



Подлежащиf- переработке комплекс У\ присоед иняется 

к d2 поср едством вершины e_i • Получа е тся комплекс di~ . 
.Р;' t з 

н перерабатывается в O,,L , далее в d2. t:1 т.д. 
. ~{. 

Вначале, в комплексе u,L , пот енциальная ча сть ох-

ватывает, помимо вершин из r\ , лишь вершины е_1 и ео , 
т . -е. вся она у мещаетс я в пределах ~ • 1--,ал ее за каж­
дый шаг потенциальная ча сть передвигается неб лее, чем 

на од ин отрезок, по -:э тому в комплексе dl,.2. переработка 

не выведет нас за пределы fy,___ • Вообще , через т,, 
ша гов переработка затронет лишь коt плекс11 :1,,-:_ 

,, h'I.,, 

Таким образом , если ко ~ пл екс tfi/·e c тъ об ' единение 
'-/. ' 1.. х/ f{ т..-.комплексов cl.J и оС' , то ОА,,, ес ть об ' единение 

т, ),\,\_, -:i 

I<ОМПЛ 0КСОВ -;Ь:, И oL':.. , где f ~ И J_-,:::: со впадают. 

Более наглядно. Перед началом переработки был. комп­

леке с/2 1 вида 
v< - 17~ -ot:~ 
~ L--v---' 

'Jт; f~ 
Чере з yYL шагов он превратился в комплекс Л1вида 

:1}~~- cL:::-
-i 

приче..м переработка коснулась ~олько комплекса ;/у w,-- , 

который переработался в ;/J,-,_, , а f /')"1-iосггался неиз -
м ен н ыы : J wv4.. = cf: rv--J,,и__., • 

Таким обра з ом, сами компл ексы с/2._ d' tf2_ ~.,,
1 
п :, . 

иг ают роль вспомогательного атериала , ив кото рого ков , 

с 1rруируется после довательност:ь, и/,1, и:, .. ) v: 
~i-ii!-~~;~-p;;j;~;;;-;p;~~;;;~;~;;--R 

~,! - совпадает с r ~ 



,_ та последовательность стро ится д о тех пор, до того 

пе рвого YYL- , пока на активно ~i верш ине Ь--:не возник­
нет сигнал W • Связная I-<омпонената это й вершины 

l'п.--

(ко 'ГОрая, л егко видеть, долъ.-ша ле.цсать внутри fr~ , а 
иначе она бесконечна) и есть решение. 

Вычислим номер решения. бо значим номер комплек-

са "fr::: 4 еР е 3 f(k,~) 

.,,,11 15 

( f< - номер К ). посмотрим, как 1!:EIBtl;fftlj~Ч!ffti:J-
Y._ ,,.,,,+-1.._ "--f..., """--
оLГ. полУч~е т~ ~ и3 ,,и~ 

,,,.,, +-1... 

{омплекс cfi_ имеет вид 

/11+1. 

Н:о мплекс & имеет вид 



✓. 1"'11-1._ 

Таким образом, в образовании комплекса и- м+1.. 

учас 'rвовали лишь ко мплекс ~ W\.,h-t... и комплекс 

Но это т последний ко ~v1.пл екс сам получается иа Pyv'\_ и 
Q --f. \М -f--i. 

""'-. Поэто му, в образовании и .,...._-+J. в конечном. счете 

участвовали '-1. W\., f?. Q • Так же 11 r<ак и в § З очевид-о/.7,м ) wi, ..__; 

но сущест вование примитивно-ре1<урсивно й функции a(v1 v;ui 
тако й что 

Зде сь ~w-.. и tW\., соответственно zномера комплексов 

Q '\1\Л- • олож им. 

При этом 

-ЬJ_ 
1-

лекс:а 

всегда можно 

ро =Cf,0 =0 • 

J С k? i ) = g ( t) , 
• • 

где l С к) - номер комп-

( ~ - фИRСИ-
рованная примитивно -рекурсивная функц ия, восстанавливаю­

щая число по номеру его изображения, см.. Обозначения). 

В:роме того, так как Q i¾ ::::- .t1 (Р.,.,1.), то q, V\Л, = д ( f""'"') 
далее Р ~= (9 (М), о ткуда 

р~ =В(~)= 8 (v(т)) 
Окончательно, J ( К, tn) задается так 

f (~,о)= 2? с кJ 
J ( -f<, пн J) = о'( J( ~, т,), G( V ( т,) ), S( IJ(v{iп)}}) 

Процесс продолжа е rг сн. до 111ех пор, пока не во з никнет 

знак w , т. -е. пока н . мер J ( ~, ;п,,) не будет у довлетво-



рять ра:зенству 

CV ( _f { !,m)}=-0 

Итак, п оцес.с идет до ч исла rri 0 • о пре д еляемого условием 

mo=/m,, [cv(_f( к,т))==- о] 

Тогда берется комплекс ;/;--:." с I омероы f ( k1 rn°) 

:и с вяsная компонента этого комплекса с: номеро:а 5 (f(-P.Jmo)) 

ета связная компонента и ее ть решение, а _ ее номер 

есть номер решения. 

Таким образом , если функция r ( К) свод ится R л(КJ 

при· помощи сводяцего алгоритма П 8 , 1i'O существует, при­
миm ивно-рекурс ивная функция o(u,u--,w) ; что выполняются 
равенства Р 

j(д,0)=7(1') -
j ( Д1 wi,,i) =D (j (А, m-), 0( v( mJ}, 8 ( 0(V ( т,)) )) 
r ( ~) ~ s ( f ( ~ ,j< т,, [ с,) ( J' ( f< > YJ/4, J) = о] ) ) 

Утвержд ение леммы, доказано. 

6. 

Итак, если функция O ('Jl) сводится к фуну,.ци:и сЯ(~) 

( доказав эквивален тность всех определений сводимости, 

мы vюжем гово рить просто "свалится") и если область оп­

ределения д (.х) совпадает с множе6r~1 вом значений ер ( уп), 
то существует примитивно -рекурсивная функция ~(и, И: zл--), 

такая 

( 4 ,05) 



В · частн м случае, кJ гда d(X) всюду опред ел енаJ 
M0}r(H0 поло 1.{ ИТЬ cp(rn.)~11t, и равен ства (4,0~) перепишут­

ся в вид е 

в цругом частном случае J ко гда cr (х) - примиткв­

но-рекурсивная функция , получается, что 9cxJm) тоже 
примитивно -рекурсивно и мы прихо д им к равенству 

' ( х)=~ (g (~,JY~[w(~ (X)Wl))=O])) 

в п лном согласии с по сл едн ей формулой§ з. 
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9 5. Д ополнительные 

о б а л г о р и т м е 

Е а. 

1. 

с ведения 

к о л м о г о р о -

В Э'l'ОМ пу нкте мы покажем , что q:акт сводимо сти или 

не сводимости функции oai комплексов r (к) к Функции 
от компл ексов Л (У\) не зависит от выбора функции Ф , 

разворач ивающей в перечислимую по следовательн о сть об ­

ласть определения Л (К) • 
Пу сть ср(М) и еrм) - дв е фуНFДИИ, каждая :иа 

1Ф торых разворачивает обла с ть опред еления Л (К) в пе -

реч исл:имую по следовательность. Пусть условный алгоритм 

Г\ ер с вод ит Г ( К) к Л (К) • Построим усло вный ал-

горитм Пе , сво ящий r( К)к л (К) . 

Что бы построить Пе • надо сп ерва посr.гро.ить его 

началь но е со с тояние r:f1-в(6} . Опишем теперь , как д ей-

ствует П G • 
и~ .ея в своем распоряжении во -первых Ф..Jл)и 

во- в •горых ал горитм для построения ер ( М) ( ибо ер -фу:нк• 

ц ия алгоритмическая) , м.ы можем зада ть правила , осущест­

вляющие по с троение dicp(Л} 

Rроме того , ведь у нас ес ть правила , вычисляющие 

Г(К) по (fi~(Л) . Поэr~1ому нетрудно написать правила , 

которые осуществляли бы вычисление Г (К) основываясь 
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не на готово , а на непрерывно ф:)рм.ирующемся комплек-

се rfi (f)(л). 

Привецем без до ка загrельства следующие теоремы : 

Теорем а пересчет а. для :каждого 

порядка : { ft,cJ_) -. существует алгоритм 1 с n,,)c:J.) , примени-
... \,( t ( ~)cl} ' мыи ко всякому комплексу '\ порядка и пере-

·:)абатывающий эr~1от комплекс в комплекс ... К - иэобра-

жение его номера • 

Т е о р е м а в о с ст ан о в лен и я. Для 

каждо го порядка ' ( п , сх.) ' су ществует алгор итм 

применимый ко всякому комплет<с;у II\ , являющsмуся 
изображением номера К некоторого r<омплекса К поряд-

ка ' ( n.,d.) , и перераба тывающиiil К в К 

ати теоремы позволяот строить многие конкре тные 

шлгоритмы. l{ак, например, по стро итъ алгоритм , распоз­

нающий равенство про из вольных П-комп~ексо в К1. ~ V\ ;t, 
поря ка 1 (n. ,ol.) .· 1 Пр имен им к 1- им обо им алгорит.114! 

- -
I (n)ol.)/ . м:ы получим комплен:е,ы К..tи Kt, которые бу-
дут равны :vши неравны о дно временно ~ К 1 и к 9,_, • 
В то же время распознать равенство V\ ,{_ и К 1 уже про-

сто. 

Применим эти теоремы к доказательству того, чю 

область определения всякой алгоритмической функции 



перечислима. Пу сr~ъ дана алгоритмическая функция Г ( /1.). 
Мы рассма rгрива ем эri1y фу н1<цию лишь на множестве комплек­

сов н екоторо го фиксированно го порядка ' ( n ,ex-) '-. Функ­

ция от комплексов ( n.1 d.) индуцирует в натуральном ря-

ду Функцию l (к) . так как у ( ~) частично-рекурсивна, 
то область ее определения рекурсивно-перечислима ( это 

известный ;акт), она перечисляется рекурсивной функци­

е й ,,f<-:;<p(m} • Эта функция изображается функцией от комп­
лексов 

Прюленим к обоим. частям этого равенства алгоритм /\ С "'- ,о1.;• 

Получиц ., 

Алгоритм, /\.,,,о1., q) и есть алгоритм. перечисляющий область 
оп ед еления r (к } . 

з. 

Везусловный алгоритм r задается правилами пере­
работки. эти правила нетрудно записать в виде некото-

рого комплекса .f 17.,, с номером s 1/.,,, • l{омплекс S:, 
J (Г1 
оудем называть записью алгоритма • 

Ле гко обнарунить сущес тв ован ие универсаль но й ча-

стично -рекурсивно й функции cJ... ( jh- , t} t тако й что ес­
ли 1ll, ... номер sаписи алго .l итма /' • а k ... номер 



компле I-:rса К , то ~= d. ( j h , l) ec ri'ь номер комплекса 
L~~ Г{К). 

О 1гс юда сл едуе т сущес твование универ сально го алго­

ритма J(~,o1..\ , который , буцучи примен ен к комплексу, 
со с тавленному из S~ и К дает L=r(KJ ( для К и S//_, 
порядка (h.,Jd) ) . В самом дел е, применим к ~ и К ал­

го1 ИT.ri& I 'c~,ot) ; , пол~ ч им с//..,, И к • Из существования 
функции 1,,::::: о1.. ( 1~ Д) легко вывести существование тако й 

алгор итмиче ской фу~кции Jl , коr.го1Jая , будучи применена 
к Об ' единению S~ и К , да:аала бы L . После этого , 
применив к L алгор итм. А с~,о1. J , получим L • 

4 . 

I{a·-дыi~ алгорит мы рас сматриваем л Уд.!1 Ь в примен ении 

к комплексам некоторого фиксированного порядr<а r-( rt,ol.) , .. 

I{омплексы порядка ' ( n,c,1..) .·· образуют с истему )' (n1d). 

Про алгоритм , опред еле нный на некоторо r ожестве комп -

лексов с стемы L (у1,_., Jol) мы скажем. , что он определен В -
с истеме L (n.,oi) • Очевидно • LIJ'L{,o<:"-; G ~ (п,~ ; d...11.) если 

порядок ( п.,,1.. ,, ()(.J..) , н иже , чем порядок ( h:1. 
1 

d- i) J 

т. -е. -е с /1 l,f 

Алгоритм , определенный в некоторо й системе, со д ержаще"' 

L. (и_,о1) назовем алгор итмом над -Z-(п,~. Мо ;.;но по с тро ­
ить 'ге ор ию п ере вода ко ,~ пл ексов и алгоритмов из системы 

более высокого порядка в сис темы более низко го порядка , 
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аналогично теории А ,А.'l!арко-Ш переводе слов и алго­
ритмов из одного ·алсtавита в другой ... При этом роль двух­

буквенного ал ~;,авита { О., , g ) будет играть система 
L(2,З) . 

Теория перевода и суще ствование универсального ал­

горитма позволяют обнаружить несуществование н екоторых 

алгоритмов Колмо горова , до словно так же, как обнаруж ива!!. 

ется невозможность нормальных алгорифмов Марко ва, приве­

денных в 

Однако, следует отметить, что несуществование этих 

алгоритмов видно и непосрецственно из теории рекурси.вных 

функции . 

5. 

В зан:лючение приведем неко'11орое видоизменение изу­

ченного определения алгорит1,ла , также принадлежащее А.Н. 

I{олмо горову. Новое определение во всем совпадает со 

С'I·арым:, и отличается от C IJ.'apo гo лишь поншу1аниеu: обоз­

римой части. В старом определении обозримой частью 

являлся по сущес тву потенциальный подком.пл екс; в новом 

это не так. 

Машина перерабаrrывает комплексы, с выделенной о с­

но вно И вершино й . Обозримо~; частью считается все то, что 

дости.'lffимо цепями дл ины ~ .ti,, от неко 1rоро й основно й вер­

шины. За один шаг обозримая часть перерабатывается по 



заданным правилам п ереработки. 

В остальных деталях новое определение совпадает с 

первоначальным.. 

Легко про верить эквивалентность обо их определений . 
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П Р И JI.Q ЖЕ НИ Е 

машины Колмогорова. 

Пары ( /-/ f-/ 1из wнажествв J1t прввил иереработ1<и буд•м 
,J * nиса тъ в виде Н --7' Н • Пуннтирныuи линиями будем обознв­

ЧЕТЬ соответствие, уотановленное между граничнwwи верm1н11Ми Н 
и некотерыми вершинами f-/~; иуннтир, т1:ким образоы, 8I<&sыввет, 

в нание вершины переходят граничные вершины из L/* • Г1 IJPИ зеи:иси 

п-номиленсвв мы для упрощения опустим энвч1<и нв концах отрез1<ов; 

нроме тега, если в не1<оторей вершине хврантеристичесивя· функция 

аринимает значение единице, то 11ри зааиси. мы будем зт, е.циницу 

; 

опус:кв тъ. 

зададим нашу машину следующими иврввилвми перереботни 

- - - - - -
. I 1 

.о~ . IL-,_A _ ____ ::;..., 1 

--- - --- --
- - --Ll ---~ 0-}----.--~-LO+-O 
' ' J 

/ / ,,, 

ш 
- - -

- --· ---- - - -
I J, ,... - - - - - - - " 1 

6--т--,~, -r-0-!-.<) -> ~ 9=°-q c:J---o- c?; 
.__ __::....._ ___ / ,.__ ~--- L-.1 __ ___ ....-1.:I " 

- - -

- -
r - -

,,,.- - i ---·---

1 1 

- / 



V о 

1 
\ 

о 

\ 
-О 

-
l о--Ь c:;>--J;f----Z) 

1 
/ - - - - - - -

1 

b ---<:) --G 

--- ----1--------' 
---- --

Эв начальное состояние маm■вн •римем пустое мно•еотво. 

Примени~& построенный алгоритм R П-Rо).;пленсу V, : 
~ 
0-0----<>---0--+о-+--о---о~~ 

~:к REH< нвчвдьное состояние пусто, т• нвмпленс К ни .JC чему 
не присоединяется и К O 

-==- II\ • 
потенциальный подиомuе:кс в 

с)~ 

П• иравилу l он эвменяется на 

- 1/ ~ •• IJрменяя правило lL , получим ~ 

').__ 
о-о 

имеет вид 



далее получиw ( nРJАNеннн Ш) 
,... 
о~~~--с 

!V~ J ПО/IУЧИМ 

f 2.. 
! о \:[ -0---o~-o--t::> ~--,o 

И, н а к о н~ц" nPvtмeнPiЯ f[ 
11 5 ·. 2. ~ со----0---0-----0--о------О--О--<-у 

ПОТIНЦИ'f,ШЬНЫЙ ПОДl<ОМIIЛ81<С В /~ S имеет вид 

~ 
Применяя nрввило \Ll1 , мы получи:м сигнал "СТОП". ьп п-:nомяле1<с 
К S' есть решение 

Подвергнем действию той же машины номпленс 

он преобразуется в L 1. : 

L tt : 

L . 
• 

,, 



пвтенцивлъный п од1<омпле1<с в L ч имеет ви,ц 
(~ 

IJРиwеняя правило У , иолучееw 

0--0---0 ~ ь i 
~--<:J --o---+- .. 

Мы RИДИN, ЧТО • IJp1цecc, те1<им образом, цикли-
..,. 

чес~и повторяется. машина будет работать нв,ц l) неограниченно. 
оствнов1<а ниног,це не настуаит. 

Если, нвнонеХJ;, мв звх~ применить алгоритм к 1<омплеRсу 

~ 
то мвmинв переработает его в номnпенс 

0-0 ~ 

и остановится безреэупьтвтнD. 

итвR, одна и тв же машина в шриwенении к одним а•• п-ном•­

лвсквм м ожет давать результативный нонец, в вр■менении к другим -

безрезультатную остановку, в uрименении и третьим - неоrрвничени 

ное nродолаение nрацесса перервбот1<и. 
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