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áÎÎÏÔÁÃÉÑ
ó ÄÁ×ÎÉÈ ×ÒÅÍ£Î ÌÀÄÅÊ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÌ ×ÏÐÒÏÓ, ËÁË ÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÆÉ-

ÇÕÒÙ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ. ïÓÏÂÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ × ÜÔÏÍ ÐÌÁÎÅ
ÂÙÌÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ.

ñ ÎÁÐÉÓÁÌ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ × ÐÁËÅÔÅ Mathematica, Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÓÅ ÐÏÓÔÒÏÉÍÙÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ. ðÏ
ÔÅÏÒÅÍÅ çÁÕÓÓÁ-÷ÁÎÃÅÌÑ (×ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ m | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, p1, p2, p3, . . . ,
pl | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ æÅÒÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ 2m+1 É q | ÃÅÌÏÅ
ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ) ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ × ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 2qp1p2p3 : : : pl.

äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ 2qp1p2p3 : : : pl-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÍÅÔØ
ÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ p1, p2, p3, . . . , pl-ÕÇÏÌØÎÉËÉ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏ-
ÅÎÉÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ p-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÏÊ cos 2�

p .
á ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ cos 2�

p ÂÙÌ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØÀ, ÔÏ
ÅÓÔØ ×ÙÒÁÖÁÌÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅ-
ÒÁÃÉÊ É Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. üÔÉ ÆÁËÔÙ ÄÏËÁÚÁÎÙ
× ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÉ á. íÏÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ×ÙÒÁÖÁÅÔ cos 2�

p × ÒÁÄÉËÁÌÁÈ.
éÏÇÁÎÎ çÕÓÔÁ× çÅÒÍÅÓ ÂÏÌÅÅ 10 ÌÅÔ ÒÁÚÒÁÂÁÔÙ×ÁÌ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÓÔÒÏÅ-

ÎÉÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ 65 537-ÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÏÐÉÓÁÌ ÅÇÏ × ÒÕËÏÐÉÓÉ ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÂÏÌÅÅ
200 ÓÔÒÁÎÉÃ, ËÏÔÏÒÁÑ ÈÒÁÎÉÔÓÑ × ÂÉÂÌÉÏÔÅËÅ ç£ÔÔÉÎÇÅÎÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ
([?]). íÏÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÁÈÏÄÉÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏËÏÌÏ ÍÉÎÕÔÙ.

éÄÅÑ Ï ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ É ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÒÉÎÃÉÐÙ Å£ ÒÁÂÏÔÙ ×ÚÑÔÙ ÉÚ [2]. ðÒÉ
ÎÁÐÉÓÁÎÉÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ Ñ ÓÔÏÌËÎÕÌÓÑ Ó ÐÒÏÂÌÅÍÁÍÉ (ÏÎÉ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ × ÐÁ-
ÒÁÇÒÁÆÅ 2), ËÏÔÏÒÙÅ ÕÓÐÅÛÎÏ ÒÅÛÉÌ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÁÕÞÎÙÍÉ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÑÍÉ.
ðÒÏÇÒÁÍÍÕ É ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ ÔÅËÓÔ Ñ ÎÁÐÉÓÁÌ ÓÁÍ.

âÌÁÇÏÄÁÒÉÍ í. á. íÁÌÁÈÁÌØÃÅ×Á ÚÁ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ.

1. ôÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÓÎÏ×Á ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÓÔÒÏÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØÀ.

óÅÊÞÁÓ ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË ×ÙÒÁÚÉÔØ cos 2�
5 . ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÚÖÅ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ " = cos 2�
5 + i sin 2�

5 . ôÏÇÄÁ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ "+"4
2 = cos 2�

5 . íÙ ÚÎÁÅÍ,
ÞÔÏ

"+ "2 + "3 + "4 = −1:

ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÎÁ ÔÏ ÞÔÏ ("+"4)+("2 +"3) = ("+"4)("2 +"3) = −1. úÎÁÞÉÔ,
ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÉÅÔÁ "+"4 É "2 +"3 | ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 +x−1. òÅÛÁÅÍ ÅÇÏ É ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÍ −1+

√
5

2 É −1−√5
2 . ôÁË ËÁË × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔ×ÅÔ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ,

cos 2�
5 = −1+

√
5

4 .
ðÅÒÅÊÄ£Í Ë ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. ÷ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ p = 2m + 1 | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÎÁÍ

ÎÕÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ cos 2�
p . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ " = cos 2�

p + i sin 2�
p . òÁÚÏÂØ£Í ÓÕÍÍÕ

"+ "2 + "3 + : : :+ "2m = −1
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ÎÁ ÔÁËÉÅ 2 ÞÁÓÔÉ (ÎÁÚÏ×£Í ÉÈ A1;0 É A1;1), ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÐÏÓÔÒÏÉÍÙ É " É "2m

ÐÏÐÁÌÏ × A1;0. ôÏÇÄÁ A1;0 É A1;1 ÐÏÓÔÒÏÉÍÙ. úÁÔÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍ A1;0 ÎÁ
A2;0 É A2;2, A1;1 | ÎÁ A2;1 É A2;3 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ëÁÖÄÙÊ ÒÁÚ v-ÙÊ ÏÓËÏÌÏË u-ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ
ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Au;v É ÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ Au+1;v É Au+1;v+2u . ÷ ËÏÎÃÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ
Am−1;0 = "+ "−1 = 2 cos 2�

p .
ðÕÓÔØ g | ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ 2m ÉÚ 1 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2m + 1, ÔÏ ÅÓÔØ

g ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ p ÞÉÓÅÌ g1, g2, g3, . . . , gp−1 ÒÁÚÌÉÞÎÙ. âÕÄÅÍ
ÒÁÚÂÉ×ÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÃÅÌÙÈ u É v ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 0 6 u 6 m− 1 É 0 6 v 6
6 2u − 1, ÂÙÌÏ ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

Au;v = "gv + "g2u+v + "g2·2u+v + "g3·2u+v + : : :+ "g2m−2u+v : (1)
üÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u É v, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ v 6 2u−1−1, ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

Au−1;v = Au;v + Au;v+2u−1 . ôÁËÖÅ Am−1;0 = " + "−1. ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ
Au;vAu;v+2u−1 . âÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ, ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÏÔ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ". ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏ-
ÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ "s, ÇÄÅ s | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÁË �(s). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ �(s) | ÜÔÏ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ

g2uk+v + g2ul+2u−1+v ≡ s (mod p) (2)
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ k É l. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÅÛÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÒÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÓÔÁÔ-
ËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 2m−u, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÚÁ ÏÄÎÏ.

åÓÌÉ ÂÙ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ �(0) = 0 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ s0 ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(s0) =
= �(s0g2u−1), ÔÏ Au;vAu;v+2u−1 ÂÙÌÏ ÂÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÏÔ Au−1;0, Au−1;1,
Au−1;2, Au−1;3, . . . , Au−1;2u−1−1, × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

Au;vAu;v+2u−1 = �(1)"+ �(2)"2 + �(3)"3 + : : :+ �(2m)"2m =

= �(1)
2m−u+1−1∑

i=0
"g2u−1i + �(g)

2m−u+1−1∑
i=0

"g2u−1i+1 + �(g2)
2m−u+1−1∑

i=0
"g2u−1i+2 +

+ �(g3)
2m−u+1−1∑

i=0
"g2u−1i+3 + : : :+ �(g2u−1−1)

2m−u+1−1∑
i=0

"g2u−1i+2u−1−1 =

= �(1)Au−1;0 + �(g)Au−1;1 + �(g2)Au−1;2 + �(g3)Au−1;3 + : : :+
+ �(g2u−1−1)Au−1;2u−1−1:

é ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË! äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÉÖÅ.

ìÅÍÍÁ 1. �(0) = 0.

éÄÅÊÎÏÅ ÒÅÚÀÍÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ. ôÏÇÄÁ Õ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2)
ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ (k0; l0) ÐÒÉ s = 0. ðÒÏ×ÏÄÉÍ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÉÈÏÄÉÍ
Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ × Ó×ÑÚÉ Ó Þ£ÔÎÏÓÔØÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÃÅÌÙÅ k0 É
l0, ÞÔÏ

g2uk0+v + g2ul0+2u−1+v ≡ 0 (mod p):
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g2uk0+v ≡ −g2ul0+2u−1+v (mod p):

g2m−1 = −1, ÔÁË ËÁË g | ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, ÏÔÓÀÄÁ

g2uk0+v ≡ g2m−1+2ul0+2u−1+v (mod p):

2uk0 + v ≡ 2m−1 + 2ul0 + 2u−1 + v (mod 2m):

òÁÚÄÅÌÉÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ 2u−1.

2k0 ≡ 2m−u + 2l0 + 1 (mod 2m−u+1):

ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ × Ó×ÑÚÉ Ó Þ£ÔÎÏÓÔØÀ.
ìÅÍÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ s0 ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(s0) = �(s0g2u−1).
éÄÅÊÎÏÅ ÒÅÚÀÍÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ
ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ (2) ÐÒÉ s = s0, k = k0 É l = l0 Ë ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ (2) ÐÒÉ s = s0g2u−1 , k = l0 + 1
É l = k0.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ. ðÕÓÔØ (k0; l0) Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2) ÐÒÉ s = s0.

g2uk0+v + g2ul0+2u−1+v ≡ s0 (mod p):

õÍÎÏÖÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ g2u−1 .

g2uk0+2u−1+v + g2u(l0+1)+v ≡ s0g2u−1 (mod p):

ðÏÍÅÎÑÅÍ ÍÅÓÔÁÍÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

g2u(l0+1)+v + g2uk0+2u−1+v ≡ s0g2u−1 (mod p):

üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ (k0; l0) | ËÏÒÅÎØ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2) ÐÒÉ s = s0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (l0 + 1; k0) | ËÏÒÅÎØ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2) ÐÒÉ s = s0g2u−1 .
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ÷ÓÅ Au;v Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÕÍÍÁÍÉ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ Am−1;v = "a + "−a ∈ R, ÐÏ-
ÜÔÏÍÕ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÂÅÒÕÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

2. ðÒÏÂÌÅÍÙ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÓÔÏÌËÎÕÌÉÓØ É ËÏ-
ÔÏÒÙÅ ÕÓÐÅÛÎÏ ÒÅÛÉÌÉ

2.1. ÷ÙÂÏÒ ËÏÒÎÑ
ëÏÇÄÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ×ÙÒÁÖÁÅÔ Au;v É Au;v+2u−1 ËÁË ËÏÒÎÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ,
ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ | Au;v, Á ËÁËÏÊ | Au;v+2u−1 . þÔÏÂÙ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ, ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÓÞÉÔÁÅÔ ÏÂÁ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕ-
ÌÅ (1) É ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÔ. åÓÌÉ Au;v ÍÅÎØÛÅ, ÔÏ ÍÅÎØÛÉÊ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ | Au;v
É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÅÔÏÄ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÒÎÑ, ÎÏ ÏÎ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏ-
ÖÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÐÒÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍ ÓÐÏÓÏÂÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÏ ÓÏ
×ÒÅÍÅÎÅÍ ÐÒÉ ÍÏ£Í ÓÐÏÓÏÂÅ.
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2.2. ôÏÞÎÏÓÔØ
ðÒÉ ×ÙÂÏÒÅ ËÏÒÎÑ (ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ) ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÐÏÇÒÅÛ-
ÎÏÓÔØ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Au;v−Au;v+2u−1 ÂÙÌÁ ÍÅÎØÛÅ ÜÔÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ, ÉÎÁÞÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅ×ÏÚÍÏÖ-
ÎÏ ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÒÎÑÍÉ É Au;v É Au;v+2u−1 .

üÔÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÌÅÇËÏ ÒÅÛÁÅÔÓÑ, ÔÁË ËÁË × ÐÁËÅÔÅ Mathematica ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÞÉÔÁÔØ Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÈÒÁÎÉÔØ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÞÉÓÌÏÍ
ÅÇÏ ÔÏÞÎÏÓÔØ É ËÏÎÔÒÏÌÉÒÏ×ÁÔØ, ÎÅ ÐÒÅ×ÙÓÉÌÁ ÌÉ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÒÁÚÕÍÎÙÅ ÐÒÅÄÅ-
ÌÙ. ïÂ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ ÎÁ http://reference.wolfram.com/mathematica/
tutorial/NumericalPrecision.html.

íÙ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÜÔÕ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ. ÷ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÐÒÅÄÕÓÍÏÔÒÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÒÁ×-
ÎÉ×ÁÀÝÉÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Au;v −Au;v+2u−1 Ó ÓÁÍÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ.
åÓÌÉ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ, ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ×ÙÄÁ£Ô ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ ÏÂ ÏÛÉÂËÅ. îÏ
ÜÔÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ ÎÅ ×ÙÄÁ£ÔÓÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÂÙÔØ Õ×ÅÒÅÎÙÍ, ÞÔÏ ËÏÒÅÎØ ×ÙÂÉÒÁ-
ÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ×ÙÄÁ£Ô ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ.

2.3. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ
äÌÑ p = 65 537 ÉÔÏÇÏ×ÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÅÌÉËÏ: ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 17 661 551 154 923 608
ËÏÒÎÅÊ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÕÍÅÓÔÉÔØÓÑ × ÐÁÍÑÔÉ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÏÎÏ ÈÒÁÎÉÔÓÑ × ×ÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÄÁÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ).
ïÎÁ ÏÞÅÎØ ÕÄÏÂÎÁ, ÔÁË ËÁË ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÞÁÓÔÉ, ÐÏ×ÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ,
ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. ðÏÑÓÎÀ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ: ÄÌÑ p = 17 ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ
ÂÕÄÅÔ

1
2

0BBB@ 1
2

0B@ 1
2

 
−1

2 +
√

17
2

!
+

vuut1 + 1
4

 
−1

2 +
√

17
2

!2
1CA+

+

vuuuut1
2

 
1
2 +

√
17
2

!
−

vuut1 + 1
4

 
−1

2 −
√

17
2

!2

+ 1
4

0B@ 1
2

 
−1

2 +
√

17
2

!
+

vuut1 + 1
4

 
−1

2 +
√

17
2

!2
1CA2
1CCCA:

á ×ÏÔ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ:

A1;0 = −1
2 +

√
17
2 ;

A1;1 = −1
2 −

√
17
2 ;

A2;0 = 1
2A1;0 +

√
−A1;0 + 1

4A
2
1;0 − A1;1;

A2;1 = 1
2A1;1 +

√
−A1;0 − A1;1 + 1

4A
2
1;1;

A3;0 = 1
2A2;0 +

√
1
4A

2
2;0 − A2;1.
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äÌÑ p = 3, 5, 17 É 257 ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÁÈÏÄÉÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ É ÉÔÏÇÏ×ÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ,
Á ÄÌÑ 65 537 | ÔÏÌØËÏ ÉÔÏÇÏ×ÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ. äÌÑ ÂÏÌØÛÉÈ p ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÇÏÒÁÚÄÏ
ËÏÒÏÞÅ ÓÁÍÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ p = 65 537 ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅÇÏ 2 103
ËÏÒÎÑ.

ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ: ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË, ÎÅ ÎÕÖÎÏ
ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ
ÒÅÛÅÎÁ É ÄÌÑ p = 65 537.

ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ Ó×ÏÅÊ ÒÁÂÏÔÙ ÐÕÔ£Í ÐÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÇÏ (Ó
ÕÞ£ÔÏÍ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ) ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ cos 2�

p É ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÅÇÏ Ó ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ ËÏÓÉÎÕ-
ÓÁ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ Mathematica. þÔÏÂÙ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÔÁËÏÅ
ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÔÏÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÎÁÔØ ÉÔÏÇÏ×ÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ
ÐÒÏ×ÅÒÉÌÁ ÓÅÂÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ p, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÄÌÑ p = 65 537.

ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÔÁËÖÅ ÓÞÉÔÁÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÏÖÅÎÉÊ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ, ÄÅ-
ÌÅÎÉÊ É ËÏÒÎÅÊ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ É ÉÔÏÇÏ×ÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÔÉÈ
ÏÐÅÒÁÃÉÊ × ÉÔÏÇÏ×ÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ p = 65 537 ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÎÁÍÉ ËÏÓ×ÅÎÎÙÍ
ÐÕÔ£Í, Á ÉÍÅÎÎÏ ÁÎÁÌÉÚÏÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ.

3. óÏËÒÁÝÅÎÉÅ ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ
3.1. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ �(s)
üÔÏ ÓÁÍÏÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ. âÅÚ ÎÅÇÏ ÚÁÐÕÓË
ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÌÑ p = 65 537 ÏËÁÚÁÌÓÑ ÂÙ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ.

ëÁË ÎÁÊÔÉ �(s)? íÏÖÎÏ ÓÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Au;v É Au;v+2u−1 ËÁË ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÏ× Ó ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ". ôÏÇÄÁ ÐÅÒ×ÙÅ 2u−1 ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÂÕÄÕÔ
ÒÁ×ÎÙ �(s). îÏ ÐÒÉ p = 65 537 Au;v É Au;v+2u−1 ÂÕÄÕÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÄÏ 32 768 ÓÌÁÇÁ-
ÅÍÙÈ, ÚÎÁÞÉÔ, ÜÔÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔ ÄÏ 1 073 741 824 ÏÐÅÒÁÃÉÊ, É ×Ó£ ÜÔÏ
ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÏÄÎÉÈ Au;v É Au;v+2u−1 .

ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÐÕÔØ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÐÒÉÅÍÌÉÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Au+1;v ÎÁ "g2u−1+v . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ "s × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÜÔÏÇÏ
ËÁË �(s). ÷ÓÅ �(s) ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s0 ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

�(s0) = �(s0) + �(s0g2u−1) + �(s0g2·2u−1) + �(s0g3·2u−1) + : : :+ �(s0g2m−2u−1): (3)

éÄÅÊÎÏÅ ÒÅÚÀÍÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. óÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ËÏÒÎÅÊ ËÏ-
ÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �(s). ôÏÇÄÁ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (3) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ËÏÒÎÅÊ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÊ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ïÂßÅÄÉÎÑÑ ÉÈ É ××ÏÄÑ ÎÏ×ÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÐÒÉÈÏÄÉÍ
Ë ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ (2) ÐÒÉ s = s0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �(s) | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ

g2u+1x+v + g2u−1+v ≡ s (mod p)
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ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÅÛÅÎÉÑ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÏÓÔÁÔËÁÍÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2m−u−1

ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÚÁ ÏÄÎÏ. ôÏÇÄÁ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (3) ÒÁ×ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏ-
ÓÔÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ




g2u+1x+v + g2u−1+v ≡ s0 (mod p)
g2u+1x+v + g2u−1+v ≡ s0g2u−1 (mod p)
g2u+1x+v + g2u−1+v ≡ s0g2·2u−1 (mod p)
g2u+1x+v + g2u−1+v ≡ s0g3·2u−1 (mod p)
...
g2u+1x+v + g2u−1+v ≡ s0g2m−2u−1 (mod p)

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x. òÅÛÅÎÉÑ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÚÁ ÏÄÎÏ ÐÏ ÔÏÍÕ ÖÅ ÐÒÉÎÃÉÐÕ.
÷ÓÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÏÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ ÏÓÔÁÔÏË 1 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 4, ÏÂßÅÄÉÎÉÍ ×

ÏÄÎÏ, 2 | × ÄÒÕÇÏÅ, 3 | × ÔÒÅÔØÅ, 0 | × ÞÅÔ×£ÒÔÏÅ. ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ



g2u+1x+v + g2u−1+v ≡ s0g2u+1y (mod p)
g2u+1x+v + g2u−1+v ≡ s0g2u+1y+2u−1 (mod p)
g2u+1x+v + g2u−1+v ≡ s0g2u+1y+2·2u−1 (mod p)
g2u+1x+v + g2u−1+v ≡ s0g2u+1y+3·2u−1 (mod p)

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x É y. òÅÛÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÒÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÐÏ
ÍÏÄÕÌÀ 2m−u−1, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÚÁ ÏÄÎÏ. òÁÚÄÅÌÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ
g2u+1y, ×ÔÏÒÏÇÏ | ÎÁ g2u+1y+2u−1 , ÔÒÅÔØÅÇÏ | ÎÁ g2u+1y+2·2u−1É ÞÅÔ×£ÒÔÏÇÏ | ÎÁ
g2u+1y+3·2u−1 .




g2u+1(x−y)+v + g−2u+1y+2u−1+v ≡ s0 (mod p)
g2u+1(x−y)−2u−1+v + g−2u+1y+v ≡ s0 (mod p)
g2u+1(x−y)−2·2u−1+v + g−2u+1y−2u−1+v ≡ s0 (mod p)
g2u+1(x−y)−3·2u−1+v + g−2u+1y−2·2u−1+v ≡ s0 (mod p):

÷×ÅÄ£Í ÎÏ×ÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ.

� ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ: k = x− y É l = −y
� ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ: k = x − y − 3

4 É l = −y − 1
4 (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ a

b | ÜÔÏ ÔÁËÏÅ c, ÞÔÏ
bc ≡ a (mod p))

� ÷ ÔÒÅÔØÅÍ: k = x− y − 1
2 É l = −y − 1

� ÷ ÞÅÔ×£ÒÔÏÍ: k = x− y − 11
4 É l = −y − 11

4

ðÏÌÕÞÉÍ:



g2u+1k+v + g2u+1l+2u−1+v ≡ s0 (mod p)
g2u+1k+2u+v + g2u+1l+2u−1+v ≡ s0 (mod p)
g2u+1k+v + g2u+1l+2u+2u−1+v ≡ s0 (mod p)
g2u+1k+2u+v + g2u+1l+2u+2u−1+v ≡ s0 (mod p):
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ïÂßÅÄÉÎÉÍ ×ÓÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÏÄÎÏ.

g2uk+v + g2ul+2u−1+v ≡ s0 (mod p):

òÅÛÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÒÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2m−u, ÓÞÉÔÁ-
ÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ. óÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó (2).

3.2. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ×ÓÅÈ Au;v

âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï �(s) ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÞÔÏÂÙ ×ÙÒÁÚÉÔØ cos 2�
p ÞÅÒÅÚ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ

ÒÁÄÉËÁÌÙ, ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÙÒÁÖÁÔØ ×ÓÅ Au;v. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÅ Au;v,
ËÏÔÏÒÙÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ × ÉÔÏÇÏ×ÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ × ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÐÒÉÍÅÎÑ-
ÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÓÉÑ. ÷ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÅÓÔØ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×
ÐÅÒÅÄÁÀÔÓÑ u É v É ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÒÁÖÁÅÔ Au;v. ïÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔ ×ÓÅ �(s) É ×ÙÚÙ×ÁÅÔ
ÓÅÂÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ÄÌÑ ÔÅÈ ÏÓËÏÌËÏ× ÂÏÌÅÅ ÎÉÚËÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �(s) 6= 0.
ôÁËÖÅ ÏÎÁ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ Au−1;v, ÔÁË ËÁË Au;v + Au;v+2u−1 = Au−1;v. ÷ ÓÁÍÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ
ÜÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ×ÙÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÌÑ Am−1;0 É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2. ÷ ÔÁÂÌ. 1 ÎÁ Ó. 9
× ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏËÁÈ ÏÔÞ£ÔÌÉ×Ï ×ÉÄÎÏ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ,
ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÄÌÑ ÂÏÌØÝÉÈ p.

3.3. ðÏ×ÔÏÒÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ Au;v

÷ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ ÕËÁ-
ÚÁÎÎÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ×ÙÚÏ×ÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ Au;v. ðÏÜÔÏÍÕ
ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ × ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÍ ÍÁÓÓÉ×Å ÏÔÍÅÞÁÅÔ ËÁÖÄÙÊ ×ÙÚÏ× ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ.

3.4. äÏÈÏÖÄÅÎÉÅ ÄÏ ÕÒÏ×ÎÑ m− 1
íÙ ÎÁÈÏÄÉÍ cos 2�

p ËÁË Am−1;0
2 , ÈÏÔÑ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ËÁË ReAm;0. âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ

ÍÙ ×ÙÂÒÁÌÉ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÐÏÓÏÂ, ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÄÏÈÏÄÉÔ ÌÉÛØ ÄÏ m − 1-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ É ÜÔÏ
ÎÅÍÎÏÇÏ ÓÏËÒÁÝÁÅÔ ×ÒÅÍÑ Ó×ÏÅÊ ÒÁÂÏÔÙ.

úÁËÌÀÞÅÎÉÅ
÷ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÎÁÛÉ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.

òÅÚÕÌØÔÁÔ 1. ñ ÎÁÐÉÓÁÌ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÄÌÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ cos 2�
p × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÒÁÄÉËÁ-

ÌÁÈ × ÐÁËÅÔÅ Mathematica.

ñ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌ ÐÁËÅÔ Mathematica ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ:

� ïÎ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÓÏ ÓÌÏÖÎÙÍÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ËÏÒÎÉ

� ó ÅÇÏ ÐÏÍÏÝØÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ÒÁÓÞ£ÔÙ Ó ÌÀÂÏÊ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞ-
ÎÏÓÔØÀ

� óÌÏÖÎÙÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÁËÅÔÅ ÉÍÅÀÔ ÍÁÌÅÎØËÉÊ ËÏÄ, ÔÁË ËÁË:
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{ Mathematica ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ
{ ÷ Mathematica ÅÓÔØ ÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

ôÁÂÌÉÃÁ 1. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔÙ
p 3 5 17 257 65 537
÷ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ × ÓÅËÕÎÄÁÈ 0:2187500 0:2656250 0:2812500 3:9062500 67:7500000
ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï óÌÏÖÅÎÉÊ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÊ 0 1 23 24 191 27 253 971 763 199 999
ÏÐÅÒÁÃÉÊ × äÅÌÅÎÉÊ 1 3 33 31 425 35 323 102 309 847 217
ÉÔÏÇÏ×ÏÍ ÷ÏÚ×ÅÄÅÎÉÊ × Ë×ÁÄÒÁÔ 0 0 4 3 616 4 034 565 273 323 608
×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ 0 1 16 15 712 17 661 551 154 923 608
ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï óÌÏÖÅÎÉÊ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÊ 0 1 10 188 86 548
ÏÐÅÒÁÃÉÊ × äÅÌÅÎÉÊ 0 2 10 78 4 206
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÷ÏÚ×ÅÄÅÎÉÊ × Ë×ÁÄÒÁÔ 0 0 3 37 2 101

ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ 0 1 5 39 2 103
ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Au;v 0 1 7 127 32 767
ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÈ Au;v 0 1 5 39 2 103

òÅÚÕÌØÔÁÔ 2. ñ ÏÐÒÏÂÏ×ÁÌ Ó×ÏÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÄÌÑ p = 3, 5, 17, 257 É 65 537, ÔÏ
ÅÓÔØ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ æÅÒÍÁ, É ×ÓÀÄÕ ÕÂÅÄÉÌÓÑ × ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ ÏÔ×Å-
ÔÏ×. ÷ ÔÁÂÌ. 1 ÎÁ Ó. 9 ÓÏÂÒÁÎÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ. óÁÍÉ ÉÔÏÇÏ×ÙÅ
×ÙÒÁÖÅÎÉÑ É ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÉ ç. ÷ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÕËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ
ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ Intel Pentium 4 Ó ÞÁÓÔÏÔÏÊ ÐÒÏÃÅÓÓÏÒÁ 2:40 ççÃ É ÏÐÅÒÁÔÉ×ÎÏÊ ÐÁÍÑ-
ÔØÀ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 512 íâ. á ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ æÅÒÍÁ, ÂÏÌØÛÉÈ, ÞÅÍ 65 537 ÎÅ ÎÁÊÄÅÎÏ,
É ÄÁÖÅ ÅÓÔØ ÇÉÐÏÔÅÚÁ, ÞÔÏ ÉÈ ÎÅÔ ([1]).

ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔ ËÏÍ-
ÐÏÚÉÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ËÏÒÏÞÅ ÓÁÍÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ É ×ÁÖÎÅÅ ÅÇÏ. ðÏÄ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÐÏÄ-
ÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÆÏÒÍÕÌ, × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ
ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÆÏÒÍÕÌ. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÏÌØËÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ
ÏÐÅÒÁÃÉÉ É Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÂÏÒËÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÞÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁ-
ÀÝÉÈÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ | ÏÄÉÎ ÉÚ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎ£ÎÎÙÈ ÐÒÉ£ÍÏ× ÐÒÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-
ÓËÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ. ïÎÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÁ ÚÁ ÓÞ£Ô ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÒÁÎÅÅ
×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ p = 65 537 ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 2103
Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÑ, Á ÉÔÏÇÏ×ÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ | 17 661 551 154 923 608.

òÅÚÕÌØÔÁÔ 3. ó ÐÏÍÏÝØÀ Ó×ÏÅÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ Ñ ÐÏÌÕÞÉÌ ÉÔÏÇÏ×ÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ
p = 3, 5, 17 É 257 É ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÄÌÑ p = 3, 5, 17, 257 É 65 537 (ÓÍ. ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ç).

òÅÚÕÌØÔÁÔ 4. ñ ÏÃÅÎÉÌ ×ÒÅÍÙ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ (O(2mm2 lnm)) É ÏÂß£Í ÉÓ-
ÐÏÌØÚÕÅÍÏÊ ÅÊ ÐÁÍÑÔÉ (O(p log2p−3

2 ln p), ÅÓÌÉ ÎÅ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÉÔÏÇÏ×ÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ
O(p)).

òÅÚÕÌØÔÁÔ 5. óËÏÒÏÓÔØ ÍÏÅÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÂÙÌÁ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ Õ×ÅÌÉÞÅÎÁ ÚÁ ÓÞ£Ô
ÔÏÇÏ, ÞÔÏ:

� ïÎÁ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÞÅÒÅÚ ÒÁÄÉËÁÌÙ ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ Au;v, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÑÚÁ-
ÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ × ÉÔÏÇÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ

� ïÎÁ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÉÈ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ
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� ïÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔ �(s) ÞÅÒÅÚ �(s)

âÅÚ ÎÉÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÒÁÂÏÔÁÌÁ ÂÙ ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ p. ïÂ ÜÔÉÈ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑÈ ×ÒÅÍÅÎÉ
ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ × ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ 3.

òÅÚÕÌØÔÁÔ 6. ÷ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ Ñ ÓÔÏÌËÎÕÌÓÑ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ, ÏÂ
ÕÓÐÅÛÎÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÐÉÓÁÎÏ × ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ 2:

� âÙÌÏ ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ, ËÁËÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÙÂÒÁÔØ

� äÌÑ ÐÏÄÓÞ£ÔÏ× ÎÅ È×ÁÔÁÌÏ ÍÁÛÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔÉ

� éÔÏÇÏ×ÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ p = 65 537 ÎÅ ÐÏÍÅÝÁÌÏÓØ × ÐÁÍÑÔØ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ

îÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ:

� ÷ÙÒÁÚÉÔØ cos 2�
n , ÅÓÌÉ n ÎÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 2qp1p2p3 : : : pl, ÞÅÒÅÚ ÒÁÄÉËÁÌÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ,

ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ×ÔÏÒÏÊ

á. ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÐÏÓÔÒÏÉÍÏÓÔØÀ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÍÎÏ-
ÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× É Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÏÓÔÑÍÉ

ðÒÏÛÕ ÐÒÏÝÅÎÉÑ, ÚÁ ÔÏ ÞÔÏ ÐÒÉ×ÏÖÕ ÔÁËÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ ÆÁËÔÙ.

ìÅÍÍÁ 4. ìÀÂÕÀ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÃÉÒËÕÌÅÍ É
ÌÉÎÅÊËÏÊ.

éÄÅÊÎÏÅ ÒÅÚÀÍÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. óÌÏÖÅÎÉÅ, ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÄÅÌÅÎÉÅ É
ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a É b ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÃÉÒËÕÌÅÍ
É ÌÉÎÅÊËÏÊ, ÔÏ a+ b, a− b, ab, a

b ,
√a ÔÏÖÅ.

äÌÑ a + b É a − b ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. äÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÉÇÕÒÕ ÎÁ
ÒÉÓ. 1 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ OA = 1, OC = a É AB = b. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ CD = ab.
äÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ÖÅ ÆÉÇÕÒÙ. îÕÖÎÏ ÌÉÛØ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Å£ ÔÁË,
ÞÔÏÂÙ OA = b, OC = a É AB = 1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ CD = a

b .
þÔÏÂÙ ÉÚ×ÌÅÞØ ËÏÒÅÎØ, ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÉÇÕÒÕ ÎÁ ÒÉÓ. 2 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ AC = 1

É CB = a. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ CD = √a.

ìÅÍÍÁ 5. åÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ p1, p2, p3, . . . , pl-ÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÔÏ ÍÏÖ-
ÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ É ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ 2qp1p2p3 : : : pl-ÕÇÏÌØÎÉË.

éÄÅÊÎÏÅ ÒÅÚÀÍÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ðÒÉÍÅÎÉÍ l− 1 ÒÁÚ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ÄÌÑ ÃÅÎ-
ÔÒÁÌØÎÙÈ ÕÇÌÏ× ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÐÏÔÏÍ q ÒÁÚ ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ
ÕÇÏÌ ÐÏÐÏÌÁÍ.
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O A B

C

D

òÉÓ. 1. õÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÄÅÌÅÎÉÅ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ

O
A B

C

D

òÉÓ. 2. éÚ×ÌÅÞÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ p-ÕÇÏÌØÎÉË, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏ-
ÓÔÒÏÉÔØ É ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÕÇÏÌ, ÒÁ×ÎÙÊ 2�

p . ðÏ Ä×ÕÍ ÕÇÌÁÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÈ
ÒÁÚÎÏÓÔØ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏ×ÅÄ£Í ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ÄÌÑ ÕÇÌÏ× 2�

p1
É 2�

p2
. ôÁË ËÁË p1 É

p2 ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÃÅÌÙÅ a É b, ÞÔÏ ap1 + bp2 = 1, ÎÏ
ÎÅÌØÚÑ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÃÅÌÙÅ a É b, ÞÔÏÂÙ 0 < ap1 + bp2 < 1. ïÔÓÀÄÁ ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ
ÃÅÌÙÅ a É b, ÞÔÏ

a
p2

+ b
p1

= 1
p1p2

;

ÎÏ ÎÅÔ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏÂÙ

0 < a
p2

+ b
p1
< 1
p1p2

:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÕÇÏÌ, ÒÁ×ÎÙÊ 2�
p1p2

. úÁÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ
å×ËÌÉÄÁ Ë ÕÇÌÁÍ 2�

p1p2
É 2�

p3
É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. îÁËÏÎÅÃ, ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ q ÒÁÚ ÐÏÐÏÌÁÍ.

ìÅÍÍÁ 6. åÓÌÉ 2m+1 | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÃÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ-
ÎÏÅ r, ÞÔÏ m = 2r

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ m | ÎÅ ÓÔÅÐÅÎØ Ä×ÏÊËÉ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÁÔÕ-
ÒÁÌØÎÏÅ a É ÎÅÞ£ÔÎÏÅ b 6= 1, ÞÔÏ m = ab. îÏ ÔÏÇÄÁ 2m + 1 = (2a + 1)(2a(b−1) − : : :−
− 23a + 22a − 2a + 1). ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.
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â. ôÅËÓÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÂÅÚ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÅ×
createbutton[p_]:=Button[p,
time=AbsoluteTime[];
SelectionMove[ButtonNotebook[],All,ButtonCell];
SelectionMove[ButtonNotebook[],Next,CellGroup];
NotebookDelete[ButtonNotebook[]];
program::aT="aT[u,v0]-aT[u,v0+2^(u-1)]==0";
post[a_,b___]:=a[b];
program[m_]:=(
precision=100;
Clear[aA,aT,aR,aE];
g=PrimitiveRoot[2^m+1];
Do[
gin[i]=PowerMod[g,i,2^m+1];
logg[gin[i]]=i,
{i,0,2^m-1}
];
a[0,0]=aE[0,0]=-1;
aR[0,0]=N[-1,precision];
aA[0,0]=Null;
aC=Table[Null,{2^m}];
aEPMPrivate[0,0]=0;
aEDivisionPrivate[0,0]=0;
aESquarePrivate[0,0]=0;
aERootPrivate[0,0]=0;
aCPM=0;
aCDivision=0;
aCSquare=0;
aCRoot=0;
aT[u_,v_]:=(aT[u,v]=Sum[Cos@(N[2,10]Pi gin[2^ui+v])/(2^m+1),{i,0,2^(m-u)-1}]);
aA[u_,v_]:=(
aA[u-1,Mod[v,2^(u-1)]];
v0=Mod[v,2^(u-1)];
aEPMPrivate[u,v]=2aEPMPrivate[u-1,v0]+If[u!=1,1,0];
aEDivisionPrivate[u,v]=2aEDivisionPrivate[u-1,v0]+2;
aESquarePrivate[u,v]=2aESquarePrivate[u-1,v0]+If[u!=1,1,0];
aERootPrivate[u,v]=2aERootPrivate[u-1,v0]+1;
a1=gin[v0+2^(u-1)];
If[aT[u,v0]-aT[u,v0+2^(u-1)]==0,Message[program::aT]];
tab=(
aA[u-1,#[[1]]];
aEPMPrivate[u,v]=aEPMPrivate[u,v]+aEPMPrivate[u-1,#[[1]]]+1;
aEDivisionPrivate[u,v]=aEDivisionPrivate[u,v]+aEDivisionPrivate[u-1,#[[1]]];
aESquarePrivate[u,v]=aESquarePrivate[u,v]+aESquarePrivate[u-1,#[[1]]];
aERootPrivate[u,v]=aERootPrivate[u,v]+aERootPrivate[u-1,#[[1]]];
a[u-1,#[[1]]]Length@#
)&/@Split@Sort@Table[Mod[logg@Mod[gin[2^ui+v0]+a1,2^m+1],2^(u-1)],{i,0,2^(m-u)-1,2}];
v0=Mod[v,2^(u-1)];
b=a[u-1,v0]/2;
root=Sqrt[b^2-Plus@@tab];
aA[u,v]=Null;
aCPrivate=If[(aT[u,v0]<aT[u,v0+2^(u-1)])==(v==v0),b-root,b+root];
aCPM=aCPM+Plus@@(Length@#-1&/@Extract[aCPrivate,Position[aCPrivate,_Plus]]);
aCDivision=aCDivision+Count[aCPrivate,1/2,Infinity]+Count[aCPrivate,-1/2,Infinity]+
Count[aCPrivate,1/4,Infinity]-Count[aCPrivate,Power[_,1/2],Infinity];
aCSquare=aCSquare+Count[aCPrivate,Power[_,2],Infinity];
aCRoot=aCRoot+Count[aCPrivate,Power[_,1/2],Infinity];
aC[[aCRoot]]=Row[{Subscript[A, u,v],aCPrivate/.a[u1_,v1_]->Subscript[A, u1,v1]},"="];
aR[u,v]=N[1,precision]aCPrivate/.a->aR;
If[m<16,aE[u,v]=post[HoldForm,aCPrivate/.a->aE]]
);
aA[m-1,0];
aEPM=aEPMPrivate[m-1,0];
aEDivision=aEDivisionPrivate[m-1,0]+1;
aESquare=aESquarePrivate[m-1,0];
aERoot=aERootPrivate[m-1,0];
aC=Sort@Take[aC,aCRoot]
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);
m=Log[2,p-1];
Print["p = "<>ToString[p]<>". ðÏÖÁÌÕÊÓÔÁ, ÐÏÄÏÖÄÉÔÅ..."];
program[m];
Print["÷ÒÅÍÑ ÓÞ£ÔÁ: "<>ToString[AbsoluteTime[]-time]<>" ÓÅËÕÎÄ"];
Print["ðÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ:"];
If[Precision@aR[m-1,0]>=1,Print[aR[m-1,0]/2],Print["ïûéâëá. ÷ ÏÔ×ÅÔÅ ÎÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÚÎÁÞÁÝÅÊ ÃÉÆÒÙ"]];
Print["ëÏÓÉÎÕÓ, ÐÏÄÓÞÉÔÁÎÎÙÊ ÄÒÕÇÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:"];
Print[N[Cos@(2Pi)/p,precision]];
Print["ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Subscript[A, u,v]: "<>ToString[2^(m-1)-1]];
Print["ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÈ Subscript[A, u,v]: "<>ToString@aCRoot];
Print["---- éôïçï÷ïå ÷ùòáöåîéå ----"];
If[m<16,Print@OpenerView@{"éÔÏÇÏ×ÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ",aE[m-1,0]/2}];
Print["óÌÏÖÅÎÉÊ: "<>ToString@aEPM];
Print["äÅÌÅÎÉÊ: "<>ToString@aEDivision];
Print["÷ÏÚ×ÅÄÅÎÉÊ × Ë×ÁÄÒÁÔ: "<>ToString@aESquare];
Print["÷ÚÑÔÉÊ ËÏÒÎÑ: "<>ToString@aERoot];
Print["---- ëïíðïúéãéñ ----"];
Print@OpenerView@{"ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ",Column@aC};
Print["óÌÏÖÅÎÉÊ: "<>ToString@aCPM];
Print["äÅÌÅÎÉÊ: "<>ToString@aCDivision];
Print["÷ÏÚ×ÅÄÅÎÉÊ × Ë×ÁÄÒÁÔ: "<>ToString@aCSquare];
Print["÷ÚÑÔÉÊ ËÏÒÎÑ: "<>ToString@aCRoot];
Print["ðÏÌÎÏÅ ×ÒÅÍÑ: "<>ToString[AbsoluteTime[]-time]<>" ÓÅËÕÎÄ"],
Method->"Queued"];
CellPrint@ExpressionCell[Row[Join[{÷ÙÂÅÒÉÔÅ,p},createbutton/@{3,5,17,257,65537}]," "],"Section"]

÷. ôÅËÓÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ Ó ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÍÉ
createbutton[p_]:=Button[p,
time=AbsoluteTime[];
SelectionMove[ButtonNotebook[],All,ButtonCell];
SelectionMove[ButtonNotebook[],Next,CellGroup];
NotebookDelete[ButtonNotebook[]];(*üÔÏÔ ËÏÄ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎ ÄÌÑ ÇÅÎÅÒÁÃÉÉ ËÎÏÐËÉ, Ë ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ ËÏÓÉÎÕÓÁ
× ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ*)

program::aT="aT[u,v0]-aT[u,v0+2^(u-1)]==0";(*üÔÏÔ ËÏÄ ÎÕÖÅÎ ÄÌÑ ×Ù×ÏÄÁ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ ÏÂ ÏÛÉÂËÅ × ÓÌÕÞÁÅ
ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔÉ*)

post[a_,b___]:=a[b]; (*îÕÖÅÎ ÄÌÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ë ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ ÐÏÓÌÅ ÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ*)

program[m_]:=((*program --- ÜÔÏ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ËÁË ÂÙ ×ÓÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ × ÃÅÌÏÍ. ë ÎÅÊ × ËÁÞÅÓÔ×Å
ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÐÅÒÅÄÁ£ÔÓÑ m (ÓÍ. ÒÁÂÏÔÕ). ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ÓÏÚÄÁ£Ô ÆÕÎËÃÉÀ aE[u_, v_] (E --- ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ ÏÔ
Expression), ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÝÕÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Subscript[A, u,v] ÞÅÒÅÚ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÒÁÄÉËÁÌÙ (ÓÍ. ÒÁÂÏÔÕ),
aR[u_, v_] (Real), ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÝÕÀ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÄÌÑ Subscript[A, u,v]. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ
×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ u É v ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ × ÐÁÍÑÔØ ×Ï ×ÒÅÍÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ program É
ÐÒÉ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ Ë ÆÕÎËÃÉÑÍ ÏÎÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓÞÉÔÁÀÔ, Á ÓÒÁÚÕ ×ÙÄÁÀÔ ÕÖÅ ÐÏÓÞÉÔÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ËÁË ÂÕÄÔÏ
ÏÎÉ ÎÅ ÆÕÎËÃÉÉ, Á ÍÁÓÓÉ×Ù. ôÁËÖÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÚÁÎÏÓÉÔ × ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ aC (Constructor) ÓÐÉÓÏË ÓÔÒÏË ×
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, × aCPM (Plus, Minus) --- ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÏÖÅÎÉÊ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÊ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, aCDivision ---
ÄÅÌÅÎÉÊ, aCSquare --- ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÊ × Ë×ÁÄÒÁÔ, aCRoot --- ËÏÒÎÅÊ, aEPM, aEDivision, aESquare, aERoot
--- ÔÏ ÖÅ, ÎÏ × ÉÔÏÇÏ×ÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ. ðÒÉ m >= 16 aR ÎÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÐÁÍÑÔØ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ ÎÅ
×ÍÅÓÔÉÌÁ ÂÙ ÏÔ×ÅÔ. îÏ aC, aR, aCPM, ..., aEPM, ... ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÐÒÉ m >= 16. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉ p == 65537
ÂÙÌÏ ÐÒÏ×ÅÒÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï aR[m - 1, 0]/2 == Cos[2\[Pi]/65537] (ËÓÔÁÔÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÂÙÌÏ ÐÒÏ×ÅÒÅÎÏ ÄÌÑ
×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ p), ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÂÙÔØ Õ×ÅÒÅÎÙ, ÞÔÏ É ÐÒÉ p == 65537 ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ×ÅÒÎÏ.
aEPM É ÔÏÍÕ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÓÞÉÔÁÌÉÓØ ×Ï ×ÒÅÍÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ É ÂÙÌÉ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÄÌÑ p ==
65537*)

precision=100;(*ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÚÎÁËÏ× ÐÏÓÌÅ ÚÁÐÑÔÏÊ × ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ÉÔÏÇÏ×ÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ. üÔÏ
ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÅÇÏ Ó ËÏÓÉÎÕÓÏÍ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍ ÄÒÕÇÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ*)

Clear[aA,aT,aR,aE];(*üÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÕÖÅÎ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÐÏ×ÔÏÒÎÏÍ ÚÁÐÕÓËÅ program Ó ÄÒÕÇÉÍ m ÓÔÁÒÙÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅ ×ÏÛÌÉ × ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÎÏ×ÙÍÉ. aA (All) --- ÜÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÒÅËÕÒÅÎÔÎÁÑ
ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ. aT (Test) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ Subscript[A, u,v] ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (ÓÍ. ÒÁÂÏÔÕ). ï ÔÏÍ
ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÜÔÏ ÎÕÖÎÏ, ÓÍ. ÒÁÂÏÔÕ. aA[u_, v_] ÄÅÌÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:
1. ÷ÙÒÁÖÁÅÔ Subscript[A, u,v] ÞÅÒÅÚ Subscript[A, u-1,0], Subscript[A, u-1,1], Subscript[A, u-1,2],
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Subscript[A, u-1,3], ..., Subscript[A, u-1,2^(u-1)-1] É ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ × aCPrivate
2. úÁÐÕÓËÁÅÔ ÔÅ ÉÚ aA[u - 1, 0], aA[u - 1, 1], aA[u - 1, 2], aA[u - 1, 3], ..., aA[u - 1, 2^(u-1) -
1] ÒÅËËÕÒÅÎÔÎÏ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ
3. ðÒÉÓ×ÁÉ×ÁÅÔ aA[u, v] = Null, ÞÔÏÂÙ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÐÏ×ÔÏÒÎÙÊ ×ÙÚÏ×
4. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ × ÒÅËËÕÒÅÎÔÎÏ ×ÙÚ×ÁÎÎÙÈ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁÈ aE × ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ É ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×
aE[u, v]
5. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ × ÒÅËËÕÒÅÎÔÎÏ ×ÙÚ×ÁÎÎÙÈ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁÈ aR × ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ É ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×
aR[u, v]
6. ÷ÎÏÓÉÔ ×ËÌÁÄ × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ aC, aCPM, ..., aEPM, ...*)

g=PrimitiveRoot[2^m+1]; (*þÔÏ ÔÁËÏÅ g, ÏÂßÑÓÎÅÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ*)

Do[
gin[i]=PowerMod[g,i,2^m+1];
logg[gin[i]]=i,
{i,0,2^m-1}
];(*logg --- ÜÔÏ ËÁË ÂÙ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ g. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ Ë ÎÅÍÕ ÐÅÒÅÄÁ£ÔÓÑ ÏÓÔÁÔÏË ÐÏ
ÍÏÄÕÌÀ 2^m, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÔ×ÅÔÁ ÏÎ ×ÙÄÁ£Ô ÏÓÔÁÔÏË ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2^m+1. óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ a ÏÎ
×ÙÄÁ£Ô ÔÁËÏÅ b, ÞÔÏ g^b == a. ÷ ÜÔÏÍ ÃÉËÌÅ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÈ,
ÞÔÏÂÙ ÄÁÌÅÅ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ËÁË ÍÁÓÓÉ×ÏÍ. gin, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÏ ÄÌÑ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ g ×
ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2^m+1*)

a[0,0]=aE[0,0]=-1;(*a --- ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÚÁÇÏÌÏ×ÏË, ÏÎ ÎÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ. ÷ÎÕÔÒÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ aCPrivate ×ÙÒÁÖÅÎÏ
ÞÅÒÅÚ a, Á ÚÁÔÅÍ ×ÍÅÓÔÏ ÎÅÇÏ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ aE ÉÌÉ aR. a[0, 0] ÐÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÅÔÓÑ Ë -1, ÞÔÏÂÙ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÄÌÑ p == 17 aC[1, 0] ×ÏÚ×ÒÁÝÁÌÏ -1/2+Sqrt[17]/2, Á ÎÅ 1/2a[0,0]+Sqrt[-4a[0,0]+1/4a[0,0]^2]*)

aR[0,0]=N[-1,precision]; (*üÔÏ ÎÕÖÎÏ ÄÌÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÓÌÕÞÁÑ p == 3*)

aA[0,0]=Null;(*üÔÏ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÅËÕÒÓÉÑ ÉÍÅÌÁ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÇÌÕÂÉÎÕ*)

aC=Table[Null,{2^m}];(*ðÏÔÏÍ ÍÙ ÚÁÐÏÌÎÉÍ ÜÔÏÔ ÍÁÓÓÉ×*)

aEPMPrivate[0,0]=0;
aEDivisionPrivate[0,0]=0;
aESquarePrivate[0,0]=0;
aERootPrivate[0,0]=0;

aCPM=0;
aCDivision=0;
aCSquare=0;
aCRoot=0;

aT[u_,v_]:=(aT[u,v]=Sum[Cos@(N[2,10]Pi gin[2^ui+v])/(2^m+1),{i,0,2^(m-u)-1}]); (*ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ
aT[u_,v_]:=(aT[u,v]=...) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ: ÐÏÓÌÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ
×ÙÚÏ×Á aT ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ u É v ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÐÏÍÉÎÁÅÔÓÑ É ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏ×ÔÏÒÎÙÈ ×ÙÚÏ×ÁÈ*)

aA[u_,v_]:=(
aA[u-1,Mod[v,2^(u-1)]];(*Subscript[A, u-1,v0] == Subscript[A, u,v0] + Subscript[A, u,v0+2^(u-1)],
ÐÏÜÔÏÍÕ ÚÎÁÎÉÅ Subscript[A, u-1,v0] ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Subscript[A, u,v]*)

v0=Mod[v,2^(u-1)];

aEPMPrivate[u,v]=2aEPMPrivate[u-1,v0]+If[u!=1,1,0];(*Subscript[A, u-1,v0] Ä×ÁÖÄÙ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ×
×ÙÒÁÖÅÎÉÉ + ÚÎÁË ÍÅÖÄÕ -Subscript[A, u-1,v0]/2 É ËÏÒÎÅÍ. åÓÌÉ u == 1, ÔÏ ÐÏÄ ËÏÒÎÅÍ ÎÁ ÏÄÉÎ ÐÌÀÓ
ÉÌÉ ÍÉÎÕÓ ÍÅÎØÛÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÄÉÎÉÃÕ ÎÅ ÐÒÉÂÁ×ÌÑÅÍ*)
aEDivisionPrivate[u,v]=2aEDivisionPrivate[u-1,v0]+2;(*2 ÄÅÌÅÎÉÑ: ÏÂÁ ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÚÄÅÓØ ËÒÁÓÎÙÍ Ã×ÅÔÏÍ:
-Subscript[A, u-1,v0]/2\[PlusMinus]Sqrt[(Subscript[A, u-1,v0]/2)^2-...]*)
aESquarePrivate[u,v]=2aESquarePrivate[u-1,v0]+If[u!=1,1,0];(*åÓÌÉ u == 1, ÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÅÔ: ÏÎ ÓÒÁÚÕ
ÖÅ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ*)
aERootPrivate[u,v]=2aERootPrivate[u-1,v0]+1;

a1=gin[v0+2^(u-1)];(*ïÓÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ
\[Epsilon]^g^v0+\[Epsilon]^g^(v0+2*2^u)+\[Epsilon]^g^(v0+4*2^u)+\[Epsilon]^g^(v0+6*2^u)+...+
\[Epsilon]^g^(v0+2^m-2*2^u) ÎÁ g^(v0+2^(u-1)). ðÏÞÅÍÕ ÎÕÖÎÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏ, ÎÁÐÉÓÁÎÏ ×
ÒÁÂÏÔÅ. ôÁË ËÁË ×ÓÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ËÁËÉÅ ÍÏÖÎÏ, ÎÁÄÏ ×ÙÎÏÓÉÔØ ÉÚ ÃÉËÌÁ, ÐÏÞÉÔÁÅÍ g^(v0+2^(u-1)) ÓÒÁÚÕ É
ÚÁÐÏÍÎÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ × a1. óÁÍ ÃÉËÌ ÎÉÖÅ*)

If[aT[u,v0]-aT[u,v0+2^(u-1)]==0,Message[program::aT]];(*úÄÅÓØ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ËÏÎÔÒÏÌØ ÔÏÞÎÏÓÔÉ*)
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(*üÔÏ ÓÁÍÁÑ ÓÌÏÖÎÁÑ É ×ÁÖÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ. úÄÅÓØ ÍÙ ÎÁÈÁÄÉÍ \[Alpha](1), \[Alpha](g), \[Alpha](
g^2), \[Alpha](g^3), ..., \[Alpha](g^(2^(u-1)-1)). tab --- ÜÔÏ {\[Alpha](1)a[u - 1, 0], \[Alpha](g)
a[u - 1, 1], \[Alpha](g^2)a[u - 1, 2], \[Alpha](g^3)a[u - 1, 3], ..., \[Alpha](g^(2^(u-1)-1))a[u -
1, 2^(u-1) - 1]}. òÁÚÂÏÒ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÍ. × ËÏÎÃÅ*)
tab=(
aA[u-1,#[[1]]];
aEPMPrivate[u,v]=aEPMPrivate[u,v]+aEPMPrivate[u-1,#[[1]]]+1;
aEDivisionPrivate[u,v]=aEDivisionPrivate[u,v]+aEDivisionPrivate[u-1,#[[1]]];
aESquarePrivate[u,v]=aESquarePrivate[u,v]+aESquarePrivate[u-1,#[[1]]];
aERootPrivate[u,v]=aERootPrivate[u,v]+aERootPrivate[u-1,#[[1]]];
a[u-1,#[[1]]]Length@#
)&/@Split@Sort@Table[Mod[logg@Mod[gin[2^ui+v0]+a1,2^m+1],2^(u-1)],{i,0,2^(m-u)-1,2}];

v0=Mod[v,2^(u-1)];

b=a[u-1,v0]/2;(*b --- ÜÔÏ b ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ËÏÒÎÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x^2+2bx+c=0: Subscript[x, 1,2]==
-b\[PlusMinus]Sqrt[b^2-c]*)

root=Sqrt[b^2-Plus@@tab];(*üÔÏ Sqrt[b^2-c] ÉÚ ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ËÏÒÎÅÊ*)

aA[u,v]=Null;(*ï ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ*)

aCPrivate=If[(aT[u,v0]<aT[u,v0+2^(u-1)])==(v==v0),b-root,b+root];(*ï ×ÙÂÏÒÅ ËÏÒÎÑ ÓÍ. ÒÁÂÏÔÕ*)

aCPM=aCPM+Plus@@(Length@#-1&/@Extract[aCPrivate,Position[aCPrivate,_Plus]]);
aCDivision=aCDivision+Count[aCPrivate,1/2,Infinity]+Count[aCPrivate,-1/2,Infinity]+
Count[aCPrivate,1/4,Infinity]-Count[aCPrivate,Power[_,1/2],Infinity];
aCSquare=aCSquare+Count[aCPrivate,Power[_,2],Infinity];
aCRoot=aCRoot+Count[aCPrivate,Power[_,1/2],Infinity]; (*ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÐÅÒÁÃÉÊ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ*)

aC[[aCRoot]]=Row[{Subscript[A, u,v],aCPrivate/.a[u1_,v1_]->Subscript[A, u1,v1]},"="];(*îÁÈÏÄÉÍ ÎÏ×ÕÀ
ÓÔÒÏÞËÕ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ*)

aR[u,v]=N[1,precision]aCPrivate/.a->aR;(*îÁÈÏÄÉÍ aR[u,v]*)

If[m<16,aE[u,v]=post[HoldForm,aCPrivate/.a->aE]](*îÁÈÏÄÉÍ aE[u,v], ÅÓÌÉ, ËÏÎÅÞÎÏ p ÍÅÎØÛÅ 65537.
ðÏÔÏÍ "ÚÁÍÏÒÁÖÉ×ÁÅÍ" ÅÇÏ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ HoldForm, ÞÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÌÉÛÎÉÈ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÊ É ÓÏÈÒÁÎÉÔØ
ÐÅÒ×ÏÚÄÁÎÎÙÊ ×ÉÄ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ*)
);

aA[m-1,0];

aEPM=aEPMPrivate[m-1,0];

aEDivision=aEDivisionPrivate[m-1,0]+1;(*ïÔ×ÅÔ ÒÁ×ÅÎ Subscript[A, m-1,0]/2, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ
ÄÅÌÅÎÉÅ*)

aESquare=aESquarePrivate[m-1,0];

aERoot=aERootPrivate[m-1,0];

aC=Sort@Take[aC,aCRoot]
);
m=Log[2,p-1];
Print["p = "<>ToString[p]<>". ðÏÖÁÌÕÊÓÔÁ, ÐÏÄÏÖÄÉÔÅ..."];
program[m];
Print["÷ÒÅÍÑ ÓÞ£ÔÁ: "<>ToString[AbsoluteTime[]-time]<>" ÓÅËÕÎÄ"];
Print["ðÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ:"];
If[Precision@aR[m-1,0]>=1,Print[aR[m-1,0]/2],Print["ïûéâëá. ÷ ÏÔ×ÅÔÅ ÎÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÚÎÁÞÁÝÅÊ ÃÉÆÒÙ"]];
Print["ëÏÓÉÎÕÓ, ÐÏÄÓÞÉÔÁÎÎÙÊ ÄÒÕÇÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:"];
Print[N[Cos@(2Pi)/p,precision]];
Print["ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Subscript[A, u,v]: "<>ToString[2^(m-1)-1]];
Print["ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÈ Subscript[A, u,v]: "<>ToString@aCRoot];(*ïÎÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ
ÓÔÒÏË × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÓÂÏÒËÉ, ÔÏ ÅÓÔØ Ó ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ËÏÒÎÅÊ × ÎÅÊ*)
Print["---- éôïçï÷ïå ÷ùòáöåîéå ----"];
If[m<16,Print@OpenerView@{"éÔÏÇÏ×ÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ",aE[m-1,0]/2}];(*OpenerView ÎÕÖÅÎ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ
ÓËÒÙÔØ ÉÔÏÇÏ×ÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÁË ËÁË ÅÓÌÉ ÏÎÏ ×ÅÌÉËÏ, ÐÏÐÙÔËÁ ×Ù×ÅÓÔÉ ÅÇÏ ÎÁ ÜËÒÁÎ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë
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ÚÁ×ÉÓÁÎÉÀ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ*)
Print["óÌÏÖÅÎÉÊ: "<>ToString@aEPM];
Print["äÅÌÅÎÉÊ: "<>ToString@aEDivision];
Print["÷ÏÚ×ÅÄÅÎÉÊ × Ë×ÁÄÒÁÔ: "<>ToString@aESquare];
Print["÷ÚÑÔÉÊ ËÏÒÎÑ: "<>ToString@aERoot];
Print["---- ëïíðïúéãéñ ----"];
Print@OpenerView@{"ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ",Column@aC};
Print["óÌÏÖÅÎÉÊ: "<>ToString@aCPM];
Print["äÅÌÅÎÉÊ: "<>ToString@aCDivision];
Print["÷ÏÚ×ÅÄÅÎÉÊ × Ë×ÁÄÒÁÔ: "<>ToString@aCSquare];
Print["÷ÚÑÔÉÊ ËÏÒÎÑ: "<>ToString@aCRoot];
Print["ðÏÌÎÏÅ ×ÒÅÍÑ: "<>ToString[AbsoluteTime[]-time]<>" ÓÅËÕÎÄ"],

Method->"Queued"];
CellPrint@ExpressionCell[Row[Join[{÷ÙÂÅÒÉÔÅ,p},createbutton/@{3,5,17,257,65537}]," "],"Section"]
(*üÔÉ ÓÔÒÏÞËÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÇÅÎÅÒÁÃÉÉ ËÎÏÐËÉ*)

ç. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÑ É ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ
p = 3

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ: ÐÕÓÔÁ.
éÔÏÇÏ×ÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ: −1

2 .

p = 5

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ:

A1;0 = −1
2 +

√
5

2 .

éÔÏÇÏ×ÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ: 1
2

(
−1

2 +
√

5
2

)
.

p = 17

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ:

A1;0 = −1
2 +

√
17
2 ;

A1;1 = −1
2 −

√
17
2 ;

A2;0 = 1
2A1;0 +

√
−A1;0 + 1

4A
2
1;0 − A1;1;

A2;1 = 1
2A1;1 +

√
−A1;0 − A1;1 + 1

4A
2
1;1;

A3;0 = 1
2A2;0 +

√
1
4A

2
2;0 − A2;1.

éÔÏÇÏ×ÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ:
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1
2

0BBB@ 1
2

0B@ 1
2

 
−1

2 +
√

17
2

!
+

vuut1 + 1
4

 
−1

2 +
√

17
2

!2
1CA+

+

vuuuut1
2

 
1
2 +

√
17
2

!
−

vuut1 + 1
4

 
−1

2 −
√

17
2

!2

+ 1
4

0B@ 1
2

 
−1

2 +
√

17
2

!
+

vuut1 + 1
4

 
−1

2 +
√

17
2

!2
1CA2
1CCCA:

p = 257

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ:

A1;0 = −1
2 +

√
257
2 ;

A1;1 = −1
2 −

√
257
2 ;

A2;0 = 1
2A1;0 +

√
−16A1;0 + 1

4A
2
1;0 − 16A1;1;

A2;1 = 1
2A1;1 +

√
−16A1;0 − 16A1;1 + 1

4A
2
1;1;

A2;2 = 1
2A1;0 −

√
−16A1;0 + 1

4A
2
1;0 − 16A1;1;

A2;3 = 1
2A1;1 −

√
−16A1;0 − 16A1;1 + 1

4A
2
1;1;

A3;0 = 1
2A2;0 +

√
−2A2;0 + 1

4A
2
2;0 − 5A2;1 − 4A2;2 − 5A2;3;

A3;1 = 1
2A2;1 −

√
−5A2;0 − 2A2;1 + 1

4A
2
2;1 − 5A2;2 − 4A2;3;

A3;2 = 1
2A2;2 +

√
−4A2;0 − 5A2;1 − 2A2;2 + 1

4A
2
2;2 − 5A2;3;

A3;3 = 1
2A2;3 −

√
−5A2;0 − 4A2;1 − 5A2;2 − 2A2;3 + 1

4A
2
2;3;

A3;4 = 1
2A2;0 −

√
−2A2;0 + 1

4A
2
2;0 − 5A2;1 − 4A2;2 − 5A2;3;

A3;5 = 1
2A2;1 +

√
−5A2;0 − 2A2;1 + 1

4A
2
2;1 − 5A2;2 − 4A2;3;

A3;6 = 1
2A2;2 −

√
−4A2;0 − 5A2;1 − 2A2;2 + 1

4A
2
2;2 − 5A2;3;

A3;7 = 1
2A2;3 +

√
−5A2;0 − 4A2;1 − 5A2;2 − 2A2;3 + 1

4A
2
2;3;

A4;0 = 1
2A3;0 +

√
−2A3;0 + 1

4A
2
3;0 − 2A3;2 − A3;4 − 2A3;5 − A3;6;
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A4;1 = 1
2A3;1 +

√
−2A3;1 + 1

4A
2
3;1 − 2A3;3 − A3;5 − 2A3;6 − A3;7;

A4;2 = 1
2A3;2 +

√
−A3;0 − 2A3;2 + 1

4A
2
3;2 − 2A3;4 − A3;6 − 2A3;7;

A4;3 = 1
2A3;3 +

√
−2A3;0 − A3;1 − 2A3;3 + 1

4A
2
3;3 − 2A3;5 − A3;7;

A4;4 = 1
2A3;4 +

√
−A3;0 − 2A3;1 − A3;2 − 2A3;4 + 1

4A
2
3;4 − 2A3;6;

A4;5 = 1
2A3;5 +

√
−A3;1 − 2A3;2 − A3;3 − 2A3;5 + 1

4A
2
3;5 − 2A3;7;

A4;6 = 1
2A3;6 −

√
−2A3;0 − A3;2 − 2A3;3 − A3;4 − 2A3;6 + 1

4A
2
3;6;

A4;7 = 1
2A3;7 +

√
−2A3;1 − A3;3 − 2A3;4 − A3;5 − 2A3;7 + 1

4A
2
3;7;

A4;8 = 1
2A3;0 −

√
−2A3;0 + 1

4A
2
3;0 − 2A3;2 − A3;4 − 2A3;5 − A3;6;

A4;9 = 1
2A3;1 −

√
−2A3;1 + 1

4A
2
3;1 − 2A3;3 − A3;5 − 2A3;6 − A3;7;

A4;10 = 1
2A3;2 −

√
−A3;0 − 2A3;2 + 1

4A
2
3;2 − 2A3;4 − A3;6 − 2A3;7;

A4;11 = 1
2A3;3 −

√
−2A3;0 − A3;1 − 2A3;3 + 1

4A
2
3;3 − 2A3;5 − A3;7;

A4;12 = 1
2A3;4 −

√
−A3;0 − 2A3;1 − A3;2 − 2A3;4 + 1

4A
2
3;4 − 2A3;6;

A4;13 = 1
2A3;5 −

√
−A3;1 − 2A3;2 − A3;3 − 2A3;5 + 1

4A
2
3;5 − 2A3;7;

A4;14 = 1
2A3;6 +

√
−2A3;0 − A3;2 − 2A3;3 − A3;4 − 2A3;6 + 1

4A
2
3;6;

A4;15 = 1
2A3;7 −

√
−2A3;1 − A3;3 − 2A3;4 − A3;5 − 2A3;7 + 1

4A
2
3;7;

A5;0 = 1
2A4;0 +

√
−A4;0 + 1

4A
2
4;0 − A4;1 − A4;2 − A4;5;

A5;1 = 1
2A4;1 +

√
−A4;1 + 1

4A
2
4;1 − A4;2 − A4;3 − A4;6;

A5;15 = 1
2A4;15 +

√
−A4;0 − A4;1 − A4;4 − A4;15 + 1

4A
2
4;15;

A5;23 = 1
2A4;7 +

√
−A4;7 + 1

4A
2
4;7 − A4;8 − A4;9 − A4;12;
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A5;24 = 1
2A4;8 +

√
−A4;8 + 1

4A
2
4;8 − A4;9 − A4;10 − A4;13;

A5;25 = 1
2A4;9 +

√
−A4;9 + 1

4A
2
4;9 − A4;10 − A4;11 − A4;14;

A6;0 = 1
2A5;0 +

√
1
4A

2
5;0 − A5;1 − A5;23;

A6;56 = 1
2A5;24 +

√
−A5;15 + 1

4A
2
5;24 − A5;25;

A7;0 = 1
2A6;0 +

√
1
4A

2
6;0 − A6;56.

éÔÏÇÏ×ÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ: ÓÌÉÛËÏÍ ×ÅÌÉËÏ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÔØ ÐÏÍÅÝ£ÎÎÙÍ ÓÀÄÁ.

p = 65 537

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ: ÓÌÉÛËÏÍ ×ÅÌÉËÁ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÔØ ÐÏÍÅÝ£ÎÎÏÊ ÓÀÄÁ.
éÔÏÇÏ×ÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ: ÎÅ ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ, ÔÁË ËÁË ÎÅ ÐÏÍÅÝÁÅÔÓÑ × ÐÁÍÑÔÉ ËÏÍ-

ÐØÀÔÅÒÁ. îÏ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÒÅÛÅÎÁ ÄÌÑ p = 65 537 (ÓÍ. ÐÁÒÁÇÒÁÆ
2.3).
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