
óÔÅÐÅÎÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×

á. òÕÈÏ×ÉÞ

÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÄÅÄÕÀÔÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÐÌÁÎÁÒÎÙÈ ÏÒÇÒÁÆÏ× Ó ÚÁÄÁÎ-
ÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ. þÅÔËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÓÍ.ÎÉÖÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ
ËÒÉÔÅÒÉÉ ÂÅÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù É ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏ.

äÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ a1; a2; a3; :::an É b1; b2; b3; :::bn ÓÔÅÐÅÎÅÊ ×ÈÏÄÁ É ÓÔÅÐÅÎÅÊ ×Ù-
ÈÏÄÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÏÒÇÒÁÆÁ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ

(*) a1 + a2 + a3 + :::+ an = b1 + b2 + b3 + :::+ bn.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ ÏÒÇÒÁÆÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÏ É ÞÉÓÌÕ `×ÙÈÏÄÏ× ÒÅÂÅÒ

ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ', É ÞÉÓÌÕ `×ÈÏÄÏ× ÒÅÂÅÒ × ×ÅÒÛÉÎÙ'.
ôÅÏÒÅÍÁ LM. ðÌÁÎÁÒÎÙÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ×ÈÏÄÁ

a1; a2; a3; :::an É ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ×ÙÈÏÄÁ b1; b2; b3; :::bn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (*).

÷ ÇÒÁÆÅ ÂÅÚ ÐÅÔÅÌØ cÔÅÐÅÎØ ×ÙÈÏÄÁ ai ×ÅÒÛÉÎÙ i ÍÅÎØÛÅ ÓÕÍÍÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ×ÈÏÄÁ ÏÓÔÁÌØ-
ÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÌÀÂÏÍ ÇÒÁÆÅ ÂÅÚ ÐÅÔÅÌØ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ×ÈÏÄÁ a1; a2; a3; :::an É ÓÔÅ-
ÐÅÎÑÍÉ ×ÙÈÏÄÁ b1; b2; b3; :::bn ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ

(**) ai + bi ≤ b1 + b2 + b3 + :::+ bn ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ i.
ôÅÏÒÅÍÁ M. ðÌÁÎÁÒÎÙÊ ÏÒÇÒÁÆ ÂÅÚ ÐÅÔÅÌØ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ×ÈÏÄÁ a1; a2; a3; :::an

É ÓÔÅÐÅÎÅÊ ×ÙÈÏÄÁ b1; b2; b3; :::bn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ
ÕÓÌÏ×ÉÑ (*) É (**).

þÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ × ÏÒÇÒÁÆÅ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ×ÈÏÄÁ a1; a2; a3; :::an ÒÁ×ÎÏ a1 + a2 + ::: + an. ÷
Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n− 1 ÒÅÂÅÒ. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ ÎÁÛ ÏÒÇÒÁÆ ÓÌÁÂÏ Ó×ÑÚÅÎ, ÔÏ

(***) a1 + a2 + :::+ an ≥ n− 1.
ôÅÏÒÅÍÁ LMc. óÌÁÂÏ Ó×ÑÚÎÙÊ ÐÌÁÎÁÒÎÙÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÓÏ

ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ×ÈÏÄÁ a1; a2; a3; :::an É ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ×ÙÈÏÄÁ b1; b2; b3; :::bn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ (*) É (***).

ôÅÏÒÅÍÁ Mc. óÌÁÂÏ Ó×ÑÚÎÙÊ ÐÌÁÎÁÒÎÙÊ ÏÒÇÒÁÆ ÂÅÚ ÐÅÔÅÌØ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ
×ÈÏÄÁ a1; a2; a3; :::an É ÓÔÅÐÅÎÅÊ ×ÙÈÏÄÁ b1; b2; b3; :::bn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ (*), (**) É (***).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ LM. þÁÓÔØ `ÔÏÇÄÁ' ÄÏËÁÚÁÎÁ ×ÙÛÅ. äÏËÁÖÅÍ ÞÁÓÔØ `ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ'. ÷ÏÚØÍÅÍ n ×ÅÒÛÉÎ 1; 2; : : : ; n. ðÏÓÔÒÏÉÍ × i-Ê ×ÅÒÛÉÎÅ min{ai; bi} ÐÅÔÅÌØ.

îÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÒÛÉÎÕ i • ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ, ÅÓÌÉ ai > bi, • ÎÅÊÔÒÁÌÏÍ, ÅÓÌÉ ai = bi, • ÓÔÏËÏÍ,
ÅÓÌÉ ai < bi.

îÁÒÉÓÕÅÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ x ÔÏÞÅË, ÇÄÅ x ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ a′i := ai− bi ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÓÔÏÞÎÉËÕ
i. îÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ×ÅÒÛÉÎËÁÍÉ (ÎÅ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ). îÁÒÉÓÕÅÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ a′i ÓÔÒÅÌÏË
(ÎÅ ÒÅÂÅÒ), ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ i × ×ÅÒÛÉÎËÉ ÐÏÄ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÏÔ a′1 + : : : + a′i−1 + 1
ÄÏ a′1 + : : : + a′i. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁÒÉÓÕÅÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ b′i := bi − ai ÓÔÒÅÌÏË, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ
×ÅÒÛÉÎÏË ÐÏÄ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÏÔ b′1 + : : : + b′i−1 + 1 ÄÏ b′1 + : : : + b′i. ÷ÓÅ ÜÔÉ ÎÁÞÁÌÁ É ËÏÎÃÙ
ÒÉÓÕÅÍ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ×ÎÅ (ÕÖÅ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÎÙÈ) ÐÅÔÅÌØ. ôÁË ËÁË a1 + a2 +
a3 + ::: + an = b1 + b2 + b3 + ::: + bn, ÔÏ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÒÅÌÏË, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ×ÅÒÛÉÎÙ
ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÓÔÒÅÌÏË, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ×ÅÒÛÉÎÙ. ôÁË ÖÅ, × ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÛÉÎËÕ ×ÈÏÄÉÔ ÏÄÎÁ
ÓÔÒÅÌËÁ É ×ÙÈÏÄÉÔ ÏÄÎÁ ÓÔÒÅÌËÁ. ôÅÐÅÒØ ÕÄÁÌÉÍ ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÛÉÎËÕ i É ÓÔÒÅÌËÉ, ×ÈÏÄÑÝÕÀ
É ×ÙÈÏÄÑÝÕÀ ÉÚ ÎÅÅ. ÷ÍÅÓÔÏ ÎÉÈ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÒÅÂÒÏ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÏÊ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÈÏÄÉÌÁ
ÓÔÒÅÌËÁ × i, É ×ÅÒÛÉÎÏÊ, × ËÏÔÏÒÕÀ ×ÈÏÄÉÌÁ ÓÔÒÅÌËÁ ÉÚ i. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÞÔÏÂÙ
ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÅ ÉÍÅÌ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ (ÓÍ. ÒÉÓ.1).

ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÌÁÎÁÒÎÙÊ ÏÒÇÒÁÆ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ×ÅÒÛÉÎ. QED
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ M. þÁÓÔØ `ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ' ÄÏËÁÚÁÎÁ ×ÙÛÅ. äÏËÁÖÅÍ ÞÁÓÔØ
`ÔÏÇÄÁ'. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ LM ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÅÚ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ
ÏÒÇÒÁÆ G Ó ÔÒÅÂÕÅÍÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ×ÅÒÛÉÎ. (îÏ ÏÎ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÐÅÔÌÉ. þÔÏÂÙ
ÐÏÌÕÞÉÔØ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÐÅÔÅÌØ, ÂÕÄÅÍ ÕÄÁÌÑÔØ ÐÅÔÌÉ.) ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÐÅÔÌÑ × ×ÅÒÛÉÎÅ i.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÁÎÉ ÇÒÁÆÁ G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ i ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÒÅÂÒÏ jk ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
×ÅÒÛÉÎÙ j É k ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ i. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÎÅÔ, ÔÏ É ×Ï ×ÓÅÍ ÇÒÁÆÅ
ÎÅÔ ÒÅÂÒÁ, ÏÂÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ i. îÏ ÔÏÇÄÁ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ ÌÉÂÏ ×ÈÏÄÑÔ
× i, ÌÉÂÏ ×ÙÈÏÄÑÔ ÉÚ i. ôÁË ËÁË ÅÓÔØ ÐÅÔÌÑ × ×ÅÒÛÉÎÅ i, ÔÏ ai + bi > b1 + b2 + b3 + ::: + bn.
ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

õÄÁÌÉÍ ÒÅÂÒÏ jk É ÐÅÔÌÀ × i. äÏÐÏÌÎÉÍ ÇÒÁÆ ÒÅÂÒÁÍÉ ji É ik ËÁË ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 2, Ô.Å.
ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÙÌ ÐÌÁÎÁÒÎÙÍ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ
ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÉÓØ. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅÒÛÉÎÙ j É k ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ i, ÔÏ ÎÏ×ÙÈ ÐÅÔÅÌØ ÎÅ
ÐÏÑ×ÉÌÏÓØ. ôÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÅÔÅÌØ ÓÏËÒÁÔÉÌÏÓØ ÎÁ ÏÄÉÎ. ôÁËÉÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÍÏÖÎÏ
ÕÄÁÌÉÔØ ×ÓÅ ÐÅÔÌÉ × ÇÒÁÆÅ, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÊ ÏÒÇÒÁÆ ÂÅÚ
ÐÅÔÅÌØ. QED

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ LMc. þÁÓÔØ `ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ' ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ ×ÙÛÅ.
äÏËÁÖÅÍ ÞÁÓÔØ `ÔÏÇÄÁ'. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ LM ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÌÁÎÁÒÎÙÊ ÇÒÁÆ G Ó ÎÕÖÎÙÍÉ ÓÔÅ-
ÐÅÎÑÍÉ ×ÅÒÛÉÎ. ðÕÓÔØ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ q ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓÌÁÂÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ÇÄÅ q > 1. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ
(***) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ × ÇÒÁÆÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n − 1 ÒÅÂÅÒ. ôÁË ËÁË n − 1 > n − q, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ×
ÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÓÌÁÂÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÃÉËÌ (Ô.Å. ÃÉËÌ, × ËÏÔÏÒÏÍ
ÒÅÂÒÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ × ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ). ÷ÏÚØÍÅÍ ÒÅÂÒÏ ij ÜÔÏÇÏ ÃÉËÌÁ É
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÒÅÂÒÏ kl ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓÌÁÂÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ÎÅ ×ËÌÀÞÁÀÝÅÊ ÜÔÏÔ ÃÉËÌ. õÄÁÌÉÍ
ÜÔÉ ÒÅÂÒÁ É ÄÏÂÁ×ÉÍ ÒÅÂÒÁ il É kj, ËÁË ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 3. óÔÅÐÅÎÉ ×ÅÒÛÉÎ ÓÏÈÒÁÎÉÌÉÓØ, ÞÉÓÌÏ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓÌÁÂÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÐÏÎÉÚÉÌÏÓØ ÎÁ ÏÄÎÕ. ðÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ ÇÒÁÆÁ ÓÏÈÒÁÎÉÌÁÓØ. ôÁ-
ËÉÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÚÉÔØ ÞÉÓÌÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓÌÁÂÏ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÄÏ ÏÄÎÏÊ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ
ÓÌÁÂÏ Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ. QED

þÁÓÔØ `ÔÏÇÄÁ' × ÔÅÏÒÅÍÅ Mc ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ M ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÐÒÉ-
ÍÅÎÅÎÉÉ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÐÏÑ×ÉÔØÓÑ ÐÅÔÌÉ (ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÅÂÒÁ ij É kl ÂÙÌÉ
× ÒÁÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ ÓÌÁÂÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ).
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