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1 Ðåçóëüòàòû

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïðîñòûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôàêòîâ, èëëþñòðèðóå-
ìûõ êðàñèâûìè êàðòèíêàìè(ñì. ðèñ.). Îáîáùåíèåì ýòîé çàêîíîìåðíîñòè
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1.1. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a1, ..., a2m), ai ∈ {1, . . . , n} òà-
êàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ {1, 2, . . . , n} â ìíîæåñòâå {i | ai = k} êîëè÷å-
ñòâî ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ÷èñåë îäèíàêîâî. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíà

ñèñòåìà êîîðäèíàò XOY è äàíî n ïðÿìûõ l1, l2, . . . , ln íå ïàðàëåëüíûõ

êîîðäèíàòíûì îñÿì, ïåðåñåêàþùèõñÿ â òî÷êå O.
Ïóñòü x1 ∈ la1 , x1 6= O. Åñëè òî÷êà xs ïîñòîðîåíà, òî òî÷êà xs+1

ñòðîèòñÿ êàê òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé las+1 ñ ïðÿìîé ïðîõîäÿùåé ÷å-

ðåç òî÷êó xs ïàðàëåëüíî ïðÿìîé OX, åñëè s ÷åòíî è OY , åñëè s íå÷åò-
íî. Òîãäà x1 = x2m+1.

Ïîõîæåå óòâåðæäåíèå áûëî ñôîðìóëèðîâàíî â [?]. Äðóãèå òåîðåìû î
çàìûêàíèè ïðèâåäåíû â [?],[?].

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè ââåäåíà ñèñòåìà êîîðäèíàò XOY . Çàìêíóòîé
ìîëíèåé íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 2N òî÷åê A1, A2, . . . , A2N , òà-
êàÿ ÷òî îòðåçêè A1A2, A3A4, . . . , A2N−1A2N ïàðàëåëüíû îñè OX, à îòðåç-
êè A2A3, A4A5, . . . , A2NA1 ïàðàëåëüíû îñè OY .

Òåîðåìà 1.2. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíû ïÿòü ïîïàðíî íåïàðàëåëüíûõ

îòðåçêîâ ñ îáùåé âåðøèíîé, íå ïàðàëåëüíûõ êîîðäèíàòíûì îñÿì. Òîãäà

èõ îáúåäåíåíèå ñîäåðæèò çàìêíóòóþ ìîëíèþ.

Çàìå÷àíèå. Ïî-âèäèìîìó Òåîðåìà 1.2 âåðíà è äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà, íåêî-
òîðûå èç îòðåçêîâ ïàðàëëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì.
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2 Äîêàçàòåëüñòâà

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç yi ïðîåêöèþ òî÷êè xi íà
îñü OY . Ïóñòü ïðÿìûå li çàäàþòñÿ óðàâíåíèåÿìè y = kix. Òîãäà yi+1 =
kai+1

kai
yi äëÿ íå÷åòíîãî i è yi+1 = yi äëÿ ÷åòíîãî i. Ïîýòîìó

y2m =
ak2
ak1
· ak4
ak3

. . .
ak2m
ak2m−1

y1 = y1

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâà âåðíî, òàê êàê êàæäîå ÷èñëî â ÷èñëèòåëå âñòðå-
÷àåòñÿ ñòîëüêî æå ðàç ñêîëüêî â çíàìåíàòåëå. Ñëåäîâàòåëüíî y2m =
y1.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî îáúåäåíåíèå ïÿòè ðàçëè÷íûõ ëó÷åé ñ îáùåé âåðøèíîé ñî-
äåðæèò çàìêíóòóþ ìîëíèþ. Áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî îáùàÿ âåðøèíà ëó÷åé
ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Åñëè ëó÷è íå ïàðàëåëüíû êîîðäèíàò-
íûì îñÿì, òî âîçìîæíû òîëüêî ñëåäóþùèå 4 ñëó÷àÿ.

Îáîçíà÷èì äëÿ ëó÷à l ÷åðåç l′ ïðÿìóþ ñîäåðæàùóþ ýòîò ëó÷.
1. Òðè ëó÷à íàõîäÿòñÿ â îäíî ÷åòâåðòè. Ïóñòü ýòè ëó÷è ñóòü l1, l2, l3.

Ïðèìåíèì Òåîðåìó 1.1 ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3, 1, 2, 3, 1, 2), ïðÿìûì l′1, l
′
2, l
′
3

è òî÷êå a1 ∈ l3. Òàê êàê âñå òðè ëó÷à ðàñïîëîæåíû â îäíîé ÷åòâåðòè, òî
ïðÿìàÿ, ïàðàëåëüíàÿ êîîðäèíàòíîé îñè ïåðåñåêàþùàÿ îäèí èç ëó÷åé, ïå-
ðåñåêàåò âñå îñòàëüíûå. Ïîýòîìó âñå òî÷êè çàìêíóòîé ìîëíèè ëåæàò íà
ëó÷àõ l1, l2, l3. QED

Îáîçíà÷èì ÷åðåp n(l) íîìåð ÷åòâåðòè â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ëó÷ l. Ïî-
íÿòíî, ÷òî åñëè âçÿòü òî÷êó x ∈ l1 è ïðîâåñòè ÷åðåç íåå ïðÿìóþ ïà-
ðàëåëüíóþ îñè OX òî îíà ïåðåñå÷åò ëó÷ l2 òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà
{n(l1), n(l2)} ∈ M1 = {{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {3, 4}}. Òî÷íî òàêæå åñëè
âçÿòü òî÷êó x ∈ l1 è ïðîâåñòè ÷åðåç íåå ïðÿìóþ ïàðàëåëüíóþ îñè OY
òî îíà ïåðåñå÷åò ëó÷ l2 òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà {n(l1), n(l2)} ∈ M2 =
{{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 4}, {2, 3}}.

2. ×åòûðå îòðåçêà íàõîäÿòñÿ ïî äâà â äâóõ ñìåæíûõ ÷åòâåðòÿõ.

Ïóñòü ýòè ëó÷è ñóòü l1, l2, l3, l4. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n(l1) = n(l2) = 1, n(l3) =
n(l4) = 4. Ïðèìåíåì Òåîðåìó 1.1 ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3, 1, 2, 3, 4, 2, 1, 4),
ïðÿìûì l′1, l

′
2, l
′
3, l
′
4 è òî÷êåA1 ∈ l3. Èìååì {n(l3), n(l1)} = {1, 4} ∈M2; {n(l1), n(l2)} =

{1} ∈M1; {n(l2), n(l3)} = {1, 4} ∈M2; {n(l3), n(l4)} = {4} ∈M1; {n(l4), n(l2)} =
{1, 4} ∈M2; {n(l2), n(l1)} = {1} ∈M1; {n(l1), n(l4)} = {1, 4} ∈M2; {n(l4), n(l3)} =
{4} ∈M1. Ñëåäîâàòåëüíî âñå òî÷êè ëåæàò íà ëó÷àõ l1, l2, l3, l4. QED
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3. ×åòûðå ëó÷à íàõîäÿòñÿ ïî äâà â äâóõ íåñìåæíûõ ÷åòâåðòÿõ è

åùå îäèí ëó÷ â ÷åòâåðòè ñìåæíîé ê äâóì äàííûì. Ïóñòü ýòè ëó÷è
ñóòü l1, l2, l3, l4, l5. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n(l1) = n(l2) = 1, n(l3) = 2, n(l4) =
n(l5) = 3. Ïðèìåíåì Òåîðåìó 1.1 ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1, 2, 3, 4, 5, 3, 2, 1, 3, 5, 4, 3),
ïðÿìûì l′1, l

′
2, l
′
3, l
′
4, l
′
5 è òî÷êåA1 ∈ l1. Èìååì {n(l1), n(l2)} = {1} ∈M2; {n(l2), n(l3)} =

{1, 2} ∈M1; {n(l3), n(l4)} = {2, 3} ∈M2; {n(l4), n(l5)} = {3} ∈M1; {n(l5), n(l3)} =
{2, 3} ∈M2; {n(l3), n(l2)} = {1, 2} ∈M1; {n(l2), n(l1)} = {1} ∈M2; {n(l1), n(l3)} =
{1, 2} ∈M1; {n(l3), n(l5)} = {2, 3} ∈M2; {n(l5), n(l4)} = {3} ∈M1; {n(l4), n(l3)} =
{2, 3} ∈ M2; {n(l3), n(l1)} = {1, 2} ∈ M1. Ñëåäîâàòåëüíî âñå òî÷êè ëåæàò
íà ëó÷àõ l1, l2, l3, l4, l5. QED

4. Â îäíîé ÷åòâåðòè íàõîäèòñÿ äâà ëó÷à, à â îñòàâøèõñÿ ïî îäíîìó

ëó÷ó.Ïóñòü ýòè ëó÷è ñóòü l1, l2, l3, l4, l5. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n(l1) = n(l2) =
1, n(l3) = 2, n(l4) = 3, n(l5) = 4. Ïðèìåíåì Òåîðåìó 1.1 ê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (5, 1, 2, 5, 4, 3, 1, 2, 3, 4), ïðÿìûì l1, l2, l3, l4, l5 è òî÷êå A1 ∈ l5. Èìå-
åì: {n(l5), n(l1)} = {1, 4} ∈ M2; {n(l1), n(l2)} = {1} ∈ M1; {n(l2), n(l5)} =
{1, 4} ∈M2; {n(l5), n(l4)} = {3, 4} ∈M1; {n(l4), n(l3)} = {2, 3} ∈M2; {n(l3), n(l1)} =
{1, 2} ∈M1; {n(l1), n(l2)} = {1} ∈M2; {n(l2), n(l3)} = {1, 2} ∈M1; {n(l3), n(l4)} =
{2, 3} ∈M2; {n(l4), n(l5)} = {3, 4} ∈M1;. Ñëåäîâàòåëüíî âñå òî÷êè ëåæàò
íà ëó÷àõ l1, l2, l3, l4, l5. QED
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