
Îá èçîãîíàëüíûõ ïðÿìûõ òðåóãîëüíèêà

Äîëãèðåâ Ïàâåë

Àííîòàöèÿ. Â ýòîé ñòàòüå ðàññìîòðåíû è èçó÷åíû ñâîéñòâà èçîãîíàëüíûõ
ïðÿìûõ â òðåóãîëüíèêå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû òåñíî ñâÿçàíû ñ òåîðåìîé
Êèïåðà è òåîðåìîé î âòîðîì öåíòðå Ìîðëåÿ (ñì. �3). Áîëüøèíñòâî
ðåçóëüòàòîâ äîêàçàíû ãåîìåòðè÷åñêè.

Ââåäåíèå è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ:
Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû ïðÿìûå lA, lB è lC , ïðîõîäÿùèå

÷åðåç âåðøèíûA, B è C ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå l′A, l
′
B è l′C ñèììåòðè÷íû

lA, lB è lC îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñ ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ △ABC1.
Ïóñòü X, Y è Z � ïåðåñå÷åíèÿ lB è l′C , lC è l′A, lA è l′B, à X ′, Y ′ è
Z ′− ïåðåñå÷åíèÿ l′B è lC , l

′
C è lA, l

′
A è lB. Òî÷êè A1, A

′
1, B1, B

′
1, C1 è C ′

1

ïîëó÷åíû ïåðåñå÷åíèåì ïðÿìûõ lA, l
′
A, lB, l

′
B è lC , l

′
C ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè

ñòîðîíàìè △ABC (èëè èõ ïðîäîëæåíèÿìè).

Òåîðåìà 1. Ïðÿìûå AX, BY è CZ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå

(äàëüøå R).

1Ïðÿìûå lA è l′A íàçûâàþòñÿ èçîãîíàëüíûìè.
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Ñëåäñòâèå. Ïðÿìûå lA, l
′
A, lB, l

′
B, lC è l′C êàñàþòñÿ îäíîé êîíèêè.

Òåîðåìà 2. Ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿðû XHA, Y HB è ZHC ê ñîîòâåòñòâóþùèì

ñòîðîíàì △ABC. Òîãäà AHA,BHB è CHC êîíêóðåíòíû.

Êîììåíòàðèé. Òî÷êè H ′
A, H

′
B è H ′

C îïðåäåëåíû òàêæå êàê è òî÷êè
HA, HB è HC . Èç êðèòåðèÿ êîíêîíè÷íîñòè (ñì. �2), òåîðåìû ×åâû
è òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè HA, HB, HC , H

′
A, H

′
B è H ′

C ëåæàò íà
êîíèêå.

Ïîíÿòíî, ÷òî AX ′,BY ′ è CZ ′ òîæå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå (ïóñòü
â R′). Èç îïðåäåëåíèÿ èçîãîíàëüíîãî ñîïðÿæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî X ′ �
ñîïðÿæåíà ñ X, Y ′ � ñîïðÿæåíà ñ Y , à Z ′ � ñ Z ′, òî åñòü ïðÿìàÿ AX ′

ñèììåòðè÷íà ïðÿìîé AX îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû ∠A. Çíà÷èò, R′

èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíà R.

Òåîðåìà 3. XX ′, Y Y ′, ZZ ′ è RR′ ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå.
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Òåîðåìà 4. Òî÷êè A1, A
′
1, B1, B

′
1, C1 è C ′

1 ëåæàò íà îäíîé êîíèêå.

Òàêæå îáðàòèòå âíèìàíèå íà �3 è �4, òàê êàê òàì èññëåäîâàíû ïîäîáíûå
ðåçóëüòàòû.

Äîêàçàòåëüñòâà, îáîáùåíèÿ è ñëåäñòâèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïîñòðîèì òðè îêðóæíîñòè: ω(△XBC),
ω(△Y AC) è ω(△ZAB).ÏóñòüAX âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü ω(△XBC)
â òî÷êå K. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíû òî÷êè L (äëÿ BY ) è M (äëÿ CZ).
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Çàïèøåì ðàâåíñòâî âïèñàííûõ óãëîâ:
∠CMB = ∠ZAB ∠Y AC = ∠BLC
Èç ïîñòðîåíèÿ (ñèììåòðèÿ ìåæäó ïðÿìûìè lA è l′A) ñëåäóåò:

∠CMB = ∠ZAB = ∠Y AC = ∠BLC

Òî åñòü M, L, B è C ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè2. Îáîçíà÷èì ýòó
îêðóæíîñòü ωx. Òàê æå îïðåäåëèì ωy è ωz. ßñíî, ÷òî AX, BY è CZ -
èõ ðàäèêàëüíûå îñè, òî åñòü îíè ïåðåñåêàþòñÿ â ðàäèêàëüíîì öåíòðå �
R.▹

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ. Çàôèêñèðóåì ïðÿìûå lA, lB, lC , l′A,
l′B è ðàññìîòðèì êàñàþùóþñÿ èõ êîíèêó (ñ÷èòàåì, ÷òî ïðÿìûå îáùåãî
ïîëîæåíèÿ, òîãäà òàêàÿ êîíèêà åäèíñòâåííà). Òàê êàê ýòà êîíèêà âïèñàíà
â ∠ZAZ ′ è â ∠XBX ′, òî åå ôîêóñû èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî
△ABC3 . Ñëåäîâàòåëüíî, êàñàòåëüíûå èç C òîæå áóäóò èçîãîíàëüíûìè
ïðÿìûìè.▹

Óòâåðæäåíèå. Çàôèêñèðóåì òðåóãîëüíèêABC è êîíèêó. Êàñàòåëüíûå
ïðÿìûå dA, d

′
A, dB, d

′
B, dC è d′C , ïðîâåäåííûå ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå

âåðøèíû A, B and C, ê êîíèêå îáðàçóþò øåñòèóãîëüíèê XY ′ZX ′Y Z ′

2Ýòî ôîðìóëà âåðíà òîëüêî äëÿ ýòîãî ðèñóíêà (ïîíÿòíî, ÷òî ðàñïîëîæåíèå
ïðÿìûõ ìîæåò áûòü î÷åíü ðàçíîîáðàçíûì), îäíàêî, âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
áóäåì àíîëîãè÷íî ïîêàçûâàòü, ÷òî òî÷êè M, L, B è C ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè
(îðèåíòèðîâàííûìè óãëàìè).

3Çäåñü èñïîëüçîâàíî èçîãîíàëüíîå ñâîéñòâî êîíèê - [1]
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(àíàëîãè÷íî, êàê è â îáîçíà÷åíèè). Òîãäà ïðÿìûåAX, BY , CZ êîíêóðåíòíû.
Ýòî óòâåðæäåíèå ïðîñòî ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Áðèàíøèîíà4, çàïèñàííîé
â ýòîì ïîðÿäêå: dA, d

′
A, dB, d

′
B, dC , d

′
C .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.

XHA

BHA
= |tg(∠(BX,BC))| ⇒ BHA

CHA
=

|tg(∠(XC,BC))|
|tg(∠(BX,BC))|

.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî

CHB

AHB
=

|tg(∠(Y A,AC))|
|tg(∠(Y C,AC))|

=
|tg(∠(AY,AC))|
|tg(∠(XC,BC))|

;

AHC

BHC
=

|tg(∠(BZ,AB))|
|tg(∠(AZ,AB))|

=
|tg(∠(BX,BC))|
|tg(∠(AY,AC))|

⇒

AHC

BHC
· BHA

CHA
· CHB

AHB
= 1 ⇒

Ïî îáðàòíîé òåîðåìå ×åâû ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.▹
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Äîêàæåì áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå:

Çàôèêñèðóåì òðåóãîëüíèê ABC è êîíèêó. Êàñàòåëüíûå ïðÿìûå dA, d
′
A,

dB, d
′
B, dC è d′C , ïðîâåäåííûå ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû A, B

and C, ê êîíèêå îáðàçóþò øåñòèóãîëüíèê XY ′ZX ′Y Z ′. Òî÷êè R è R′

îïðåäåëåíû òàêæå, êàê è ðàíüøå. Òîãäà ïðÿìûå XX ′, Y Y ′, ZZ ′ è RR′

ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå (ïóñòü â Q).
×òîáû äîêàçàòü ýòî, äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó:

Ëåììà. XY ,X ′Y ′ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå C ′, ëåæàùåé íà ñòîðîíå

AB.

4Òóò èñïîëüçîâàíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëèðîâêà ýòîé òåîðåìû: Ïóñòü ïðÿìûå li,
i = 1, ..., 6, êàñàþòñÿ êîíèêè, òî÷êà Aij− ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ li è lj . Òîãäà ïðÿìûå
A12A45, A23A56 è A34A61 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè X ′Y B è XY ′A: X ′Y
ïåðåñåêàåòñÿ ñ XY ′ â òî÷êå C; BY ïåðåñåêàåòñÿ ñ AX â R, à X ′B � ñ
Y ′A â Z. Òàê êàê C, R è Z ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî ïî îáðàòíîé
òåîðåìå Äåçàðãà5 ñëåäóåò, ÷òî AB, XY è X ′Y ′ êîíêóðåíòíû.

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû: òàê êàê △XY Z ïåðñïåêòèâåí
△ABC, òî ïî òåîðåìå Äåçàðãà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êèA′, B′ è C ′ êîëëèíåàðíû.
Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû △XY Z ïåðåñåêàþòñÿ
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòîðîíàìè △X ′Y ′Z ′ â òî÷êàõ, êîòîðûå ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé. À çíà÷èò, ïî îáðàòíîé òåîðåìå Äåçàðãà ñëåäóåò, ÷òî
△XY Z è △X ′Y ′Z ′ ïåðñïåêòèâíû, òî åñòü ïðÿìûå XX ′, Y Y ′ è ZZ ′

êîíêóðåíòíû (õîòÿ ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî áûëî áû äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ
òåîðåìó Áðèàíøîíà). Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òîQ ëåæèò íàRR′. Ðàññìîòðèì
△RY Z è △R′Y ′Z ′: RY ïåðåñåêàåòñÿ ñ R′Y ′ â B, RZ ïåðåñåêàåòñÿ ñ R′Z ′

â C è èç ëåììû Y Z è Y ′Z ′ ïåðåñåêàþòñÿ â A′, ëåæàùåé íà BC. À
çíà÷èò, ïî îáðàòíîé òåîðåìå Äåçàðãà ñëåäóåò, ÷òî △RY Z è △R′Y ′Z ′

ïåðñïåêòèâíû, òî åñòü RR′ ïðîõîäèò ÷åðåç Q. Òåîðåìà äîêàçàíà.▹
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ðàâíîñèëüíî îáðàòíîìó,

êîòîðîå ìîæíî îáîáùèòü òàê: íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîíàõ △ABC
âûáðàíû øåñòü òî÷åê A1, A

′
1, B1, B

′
1, C1 è C ′

1, ëåæàùèå íà îäíîé êîíèêå.
Òîãäà ïðÿìûå dA, d

′
A, dB, d

′
B, dC è d′C êàñàþòñÿ îäíîé êîíèêè.

×òîáû äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå, ÿ âîñïîëüçîâàëñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì
(çàäà÷à 14 èç [1]) - êðèòåðèé êîíêîíè÷íîñòè:

5Òåîðåìà Äåçàðãà ãëàñèò: ïðÿìûå A1A2, B1B2 è C1C2, ñîåäèíÿþùèå
ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû△A1B1C1 è△A2B2C2, êîíêóðåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ A1B1 è A2B2, B1C1 è B2C2, C1A1 è C2A2 ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé.
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Ïóñòü íà ñòîðîíàõ△ABC ëåæàò øåñòü òî÷åê: A1, A2 íà ñòîðîíå BC,
B1, B2 íà ñòîðîíå AC è C1, C2 íà AB. Ýòè øåñòü òî÷åê ëåæàò íà îäíîé
êîíèêå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

BA1 ·BA2

CA1 · CA2
· CB1 · CB2

AB1 ·AB2
· AC1 ·AC2

BC1 ·BC2
= 1

Ïóñòü K, M , L � ïåðåñå÷åíèÿ AX c BC, BY c AC, CZ c AB. Èç
òåîðåìû ×åâû:

CK

BK

BC ′
1

AC ′
1

AB1

CB1
= 1;

AM

CM

CA′
1

BA′
1

BC1

AC1
= 1;

BL

AL

AB′
1

CB′
1

CA1

BA1
= 1

Ïåðåìíîæèì âñå òðè ðàâåíñòâà è âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì êîíêîíè÷íîñòè:

CK

BK

AM

CM

BL

AL
= 1

Ïî îáðàòíîé òåîðåìå ×åâû, ñëåäóåò ÷òî AX, BY è CZ êîíêóðåíòíû.
Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì � ýòî ñëåäñòâèå èç
òåîðåìû îáðàòíîé Áðèàíøîíà èëè ìîæíî ðàññóæäàòü àíàëîãè÷íî êàê â
òåîðåìå 3.▹

Ñëåäñòâèå 1. Îáîçíà÷èìA2 - ïåðåñå÷åíèå C1B1 ñ C
′
1B

′
1. Àíàëîãè÷íî

îïðåäåëåíû òî÷êè B2 è C2. Èç òåîðåìû Ïàïïà6 ñëåäóåò, ÷òî A2 ëåæèò íà
ïðÿìîé XX ′. Ïîýòîìó ñëåäñòâèå èç ïîëó÷åííûõ òåîðåì åñòü ñëåäóþùåå:
Íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîíàõ △ABC âûáðàíû øåñòü òî÷åê A1, A2, B1,
B2, C1 è C2. Òðè ïðÿìûå Ïàïïû ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà A1, A2, B1, B2, C1 è C2 ëåæàò íà îäíîé êîíèêå.

Ñëåäñòâèå 2. Îáîçíà÷èì A3 - ïåðåñå÷åíèå A1C
′
1 è B1A

′
1. Òàêæå

îïðåäåëåíûB3 è C3. ÒîãäàAA3, BB3 è CC3 êîíêóðåíòíû. Äîêàçàòåëüñòâî:

6Òî÷êè A1, B1, C1 ëåæàò íà ïðÿìîé l1, à òî÷êè A2, B2, C2 ëåæàò íà ïðÿìîé l2, òî
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ A1B2 è A2B1, B1C2 è B2C1, C1A2 è C2A1 ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé (â äàëüíåéøåì, ïðÿìàÿ Ïàïïà).
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Ïî òåîðåìå Ïàñêàëÿ7 ïåðåñå÷åíèÿ AB ñ A′
1B1, BC c B′

1C1 è AC ñ A1C
′
1

ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Òî åñòü ïî òåîðåìå îáðàòíîé òåîðåìå Äåçàðãà
ñëåäóåò, ÷òî ýòè äâà òðåóãîëüíèêà ïåðñïåêòèâíû.▹Êîììåíòàðèé: Ýòîò
ðåçóëüòàò, â ñâîþ î÷åðåäü îáîáùàåòñÿ â ñëåäóþùèé: Ðàññìîòðèì äâà
òðåóãîëüíèêà △ABC è △A′B′C ′. Îáîçíà÷èì òî÷êè C1 è B′

1 ïåðåñå÷åíèÿ
C ′B′ ñAB èAC. Òàêæå îïðåäåëåíûA1, A

′
1, B1, C

′
1. Ýòè äâà òðåóãîëüíèêà

ïåðñïåêòèâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A1, A
′
1, B1, B

′
1, C1 è C ′

1 ëåæàò
íà îäíîé êîíèêå8.

Îáîáùåíèå òî÷åê Ìîðëåÿ

Òåîðåìà Ìîðëåÿ. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñìåæíûõ òðèñåêòðèñ óãëîâ
ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

Åùå îäíà òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ýòè äâà òðåóãîëüíèêà ïåðñïåêòèâíû,
à òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ 2 ndMorleyCentre −X(357)9.

7Ïóñòü òî÷êè A, B, C, D, E è F ëåæàò íà êîíèêå. Òîãäà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ
AB è DE, BC è EF , CD è FA ëåæàò íà ïðÿìîé. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî òåîðåìà Ïàïïà
- ýòî ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Ïàñêàëÿ.

8Åäèíñòâåííî, íåïðåäñêàçóåìûé ñëó÷àé, êîãäà îäèí èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ëåæèò
íà ñòîðîíàõ äðóãîãî. Âåäü ÷åðåç òðè òî÷êè ïðîõîäÿò áåñêîíå÷íî ìíîãî êîíèê, à ïðè
ýòîì ëåãêî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìûå íå ïåðåñåêàëèñü.

9Ýòè îáîçíà÷åíèÿ ïðèíÿòû â ýëåêòðîííîé òàáëèöå ïðîôåññîðà Êèìáåðëèíãà,
íàïðèìåð, îðòîöåíòð - X(4).
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Çàôèêñèðóåì k ∈ [−1; 1]. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ:
â óñëîâèÿõ îñíîâíîé êîíñòðóêöèè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

∠A1AB

∠A =
∠B1BC

∠B =
∠C1CA

∠C = k.

Äîãîâîðèìñÿ ñ÷èòàòü k ïîëîæèòåëüíûì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìûå
ïðîâåäåíû âíóòðåííèì îáðàçîì, è îòðèöàòåëüíûì, åñëè íàîáîðîò.

Ïîíÿòíî (èç òåîðåìû 1), ÷òî ïðÿìûå AX, BY è CZ êîíêóðåíòíû.
Áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿR(k).Íåñëîæíî ïðîâåðèòü (íàïðèìåð,
èç òåîðåìû ×åâû), ÷òîR(k) èìååò ñëåäóþùèå áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû:

R(k) =

(
sin(∠A) · sin(∠A · k)
sin(∠A · (1− k))

:
sin(∠B) · sin(∠B · k)
sin(∠B · (1− k))

:
sin(∠C) · sin(∠C · k)
sin(∠C · (1− k))

)
Èç ïîñòðîåíèÿ èëè èç ýòîé ôîðìóëû î÷åâèäíî, ÷òî êðèâàÿ, îïèñûâàåìàÿ

R(k) (òàêæå êàê è êðèâàÿ, îïèñûâàåèàÿR) ïðè èçîãîíàëüíîì ñîïðÿæåíèè
ïåðåõîäèò ñàìà â ñåáÿ. Òî åñòü ýòà êðèâàÿ ïðîõîäèò ÷åðåçX(358) (èçîãîíàëüíî
ñîïðÿæåííîé 2 ndMorleyCentre) è èíöåíòð - òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ.

Ðàññìîòðèì k = −1 : R(−1) = −1
2(tg∠A : tg∠B : tg∠C) = H. Òàê êàê

ýòà êðèâàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç îðòîöåíòð, òî îíà ïðîõîäèò è ÷åðåç öåíòð
îïèñàííîé îêðóæíîñòè O (òàê êàê O è H èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû).

Íàéäåì òàêæå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ: k = 0 : Â ýòîì ñëó÷àå

AL

BL
= limk 7→0

sin(∠B) · sin(∠A · (1− k)) · sin(∠B · k)
sin(∠A) · sin(∠B · (1− k)) · sin(∠A · k)

=
sin(∠B · k)
sin(∠A · k)

=
∠B
∠A

Çäåñü ÿ âîñïîëüçîâàëñÿ ïåðâûì çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì. Òî åñòü

R(0) = (∠A : ∠B : ∠C)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà k = 1 : Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî

AL

BL
= limk 7→1

sin(∠B) · sin(∠A · (1− k)) · sin(∠B · k)
sin(∠A) · sin(∠B · (1− k)) · sin(∠A · k)

=
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=
sin2(∠B) · sin(∠A · (1− k))

sin2(∠A) · sin(∠B · (1− k))
=

sin2(∠B) · ∠A
sin2(∠A) · ∠B

Çäåñü òîæå ðàáîòàåò ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë. Òî åñòü

R(1) =

(
sin2∠A
∠A :

sin2∠B
∠B :

sin2∠C
∠C

)
Ìû ïîëó÷èëè òàêæå, ÷òî R(0) è R(1) èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû îñíîâíîé êîíñòðóêöèè (òåîðåìû 1-5)
âåðíû è äëÿ ýòîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ. Òåïåðü ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé
òåîðåìû 2. Áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ D(k). Ïðè k = 1/2
ïîëó÷àåòñÿ òî÷êà Æåðãîíà. Ëåãêî íàéòè, ÷òî

D(k) = (tg(∠A · k) : tg(∠B · k) : tg(∠C · k)).

Ïðè k = 1 ñëåäóåò, ÷òî D(1) = H. Àíàëîãè÷íî, êàê è âûøå, ìîæíî
ïîëó÷èòü, ÷òî D(0) = R(0).

Êîîðäèíàòû òî÷êèQ(k) ãðîìîçäêè, íî èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ
ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíû åå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ: Q(0) = R(0), à Q(1) =
R(1).

Ïðèëîæåíèå

Â îñíîâíîé êîíñòðóêöèè lA è l′A - èçîãîíàëüíûå ïðÿìûå. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü,
êîãäà ýòè ïðÿìûå èçîòîìè÷åñêèå (ñîîòâåòñòâåííî lB è l′B, lC è l′C òîæå
èçîòîìè÷íû ìåæäó ñîáîé).

Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1. Ïðÿìûå lA, l′A, lB, l′B, lC è l′C êàñàþòñÿ îäíîé êîíèêè. Êàê

ñëåäñòâèå AX, BY è CZ ïåðåñåêàþòñÿ â P . Ñîîòâåòñòâåííî AX ′, BY ′ è
CZ ′ ïåðåñåêàþòñÿ â P ′, èçîòîìè÷åñêè ñîïðÿæåííîé P .

2. XX ′, Y Y ′, ZZ ′ è PP ′ êîíêóðåíòíû.

3. Òî÷êè A1, A
′
1, B1, B

′
1, C1 è C ′

1 ëåæàò íà îäíîé êîíèêå.
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4. Îáîçíà÷èì A2 - ïåðåñå÷åíèå A1C
′
1 è B1A

′
1. Òàêæå îïðåäåëåíû B2

è C2. Òîãäà AA2, BB2 è CC2 êîíêóðåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñäåëàåì àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå
△ABC â ïðàâèëüíûé. Ïðè ýòîì òî÷êè A0, B0 è C0 ïåðåéäóò â ñåðåäèíû
íîâîãî òðåóãîëüíèêà (òàê êàê àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþò îòíîøåíèÿ
ïàðàëëåëüíûõ îòðåçêîâ). Òî÷êè A1, B1 è C1 ïåðåéäóò â íîâûå òî÷êè, íî
îíè îñòàíóòñÿ ëåæàòü íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîíàõ íîâîãî òðåóãîëüíèêà.
Â ñâîþ î÷åðåäü òî÷êè A′

1, B′
1 è C ′

1 ïåðåéäóò â òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå
A1, B1 è C1 îòíîñèòåëüíî ñåðåäèí ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí (îïÿòü æå,
ïîòîìó ÷òî àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþò îòíîøåíèÿ íà ïðÿìîé).
Òî åñòü óñëîâèå òåîðåì ìîæíî ñ÷èòàòü ñîõðàíèâøåìñÿ. Òàê êàê òî÷êè
A1 è A′

1 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî A0 è òàê êàê òðåóãîëüíèê ABC
ïðàâèëüíûé, òî ∠A1AA0 = ∠A′

1AA0. Òî åñòü l
′
A ñèììåòðè÷íà lA îòíîñèòåëüíî

áèññåêòðèñû AA0. Ïîýòîìó ýòó êîíñòðóêöèþ ìû ñâåëè ê êîíñòðóêöèè,
ðàññìàòðèâàåìîé â òåîðåìàõ 1-4, òîëüêî äëÿ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà.▹

Èíòåðåñíûé èç ñåáÿ ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò, êîãäà îòðåçêè A1A
′
1, B1B

′
1

è C1C
′
1 ïðîïîðöèîíàëüíû ñâîèì ñòîðîíàì, òî åñòü

A1A
′
1

BC
=

B1B
′
1

AC
=

C1C
′
1

AB
.

Íåñëîæíî ïîíÿòü (íàïðèìåð, èç òåîðåìû î ÷åòûðåõ òî÷êàõ òðàïåöèè
èëè àôôèííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè), ÷òî òî÷êè P è P ′ áóäóò ñîâïàäàòü
ñ öåíòðîèäîì òðåóãîëüíèêà. Òàêæå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, àíàëîãè÷íûå
óòâåðæäåíèþ 2 èëè óòâåðæäåíèþ 4 òîæå áóäóò ñîâïàäàòü ñ öåíòðîèäîì

òðåóãîëüíèêà.
Àâòîð áëàãîäàðåí ñâîèì íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëÿì: À.À Ïðèâàëîâó,

À.Ã Ìÿêèøåâó è À.À. Çàñëàâñêîìó çà ïîëåçíûå ñîâåòû è îáñóæäåíèÿ
ìîåé ðàáîòå.
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