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È. Ãðèãîðüåâ

Íàãëÿäíàÿ ôîðìóëèðîâêà.

Ïðèâåäåì íàãëÿäíóþ ôîðìóëèðîâêó, êîòîðàÿ ôîðìàëüíî íå

èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøåì. Ðàññìîòðèì òàêóþ ãîëîâîëîìêó: åñòü

äâà çàìêíóòûõ æåëîáà, âíóòðè êîòîðûõ â ðÿä ëåæàò øàðèêè,

çàïîëíÿþùèå âñþ äëèíó æåëîáà. Æåëîáà ïåðåñåêàþòñÿ òàê, ÷òî

ðîâíî îäèí øàðèê ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ íèõ îáîèõ.Øàðèêè ìîæíî

ïåðåìåùàòü ïî êðóãó âäîëü ëþáîãî èç æåëîáîâ; ïðè ýòîì êîëüöî

èç øàðèêîâ âðàùàåòñÿ êàê öåëîå è êîëè÷åñòâî øàðèêîâ â æåëîáå

íåèçìåííî. Â îäíîì æåëîáå óìåùàåòñÿ N øàðèêîâ, âî âòîðîì K.

ðèñóíîê 1

Ôîðìóëèðîâêà.

Öèêëîì (a1, a2, ..., an) íàçûâàåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî ýëåìåíòû a1, a2, ..., an, â ñåáÿ, ïåðåâîäÿùåå

ai â ai+1 äëÿ ëþáîãî i < n, ïåðåâîäÿùåå an â a1, à âñå îñòàëüíûå

ýëåìåíòû - â ñåáÿ.

Òåîðåìà.

Åñëè N èëè K ÷åòíî, N > 1, K > 1,òî ïðè ïîìîùè öèêëîâ

(1, ..., N) è (N, ..., N +K−1) ìîæíî ïîëó÷èòü âñå ïåðåñòàíîâêè

N + K − 1 - ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.

Åñëè N è K íå÷åòíû, N > 1, K > 1,òî ïðè ïîìîùè öèêëîâ

(1, ..., N) è (N, ..., N+K−1) ìîæíî ïîëó÷èòü âñå ÷åòíûå ïåðåñòàíîâêè

è òîëüêî èõ.

Ïåðåñòàíîâêó aìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè öèêëîâ (1, ..., N)

è (N, ..., N + K − 1), åñëè a = a1a2...an, ãäå ai = (1, ..., N) èëè

(N, ..., N + K − 1).

Äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ôîëüêëîðíîé. Â ýòîé ðàáîòå ÿ ñàìîñòîÿòåëüíî

äîêàçàë åå.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî êëàññè÷åñêèõ òåîðåì, ñìåæíûõ ñ äàííîé.

Âîò íåêîòîðûå èç íèõ:
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•Ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà ïðåäñòàâèìà â âèäå êîìïîçèöèè íåïåðåñåêàþùèõñÿ
öèêëîâ.

• Ñóùåñòâóþò äâå ïåðåñòàíîâêè, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ êîòîðûõ
ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ ïåðåñòàíîâêó n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.

•Ïåðåñòàíîâêà ÷åòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå êîìïîçèöèè ÷åòíîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöèé.

Äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ÷åòíîñòè ïåðåñòàíîâêè: ëþáàÿ

÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà ïðåäñòàâèìà â âèäå êîìïîçèöèè öèêëîâ

äëèíû 3.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû. Åñëè N è K íå÷eòíû, òî ïîëó÷èòü

íå÷åòíóþ ïåðåñòàíîâêó íåëüçÿ, ò. ê. óìíîæåíèå íà f è g íå èçìåíÿåò

÷åòíîñòü.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîðîæäàåìîñòè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè

ëþáûõ N èK ëþáîé öèêë äëèíû 3 ïîðîæäàåòñÿ f è g.Äåéñòâèòåëüíî,

òîãäà ïîðîæäàþòñÿ âñå ÷åòíûå ïåðåñòàíîâêè (ò.ê. ëþáàÿ ÷åòíàÿ

ïåðåñòàíîâêà ïðåäñòàâèìà â âèäå êîìïîçèöèè öèêëîâ äëèíû 3.).

ÅñëèN èëèK ÷åòíî, òî f èëè g íå÷åòíû, ñëåäîâàòåëüíî, ïîðîæäàþòñÿ

âñå ïåðåñòàíîâêè.

Ëåììà 1.Ïóñòü a è b - ïðîèçâîëüíûå ïåðåñòàíîâêè n-ýëåìåíòíîãî

ìíîæåñòâà. Òîãäà

aba−1 =

(
a(1) a(2) ... a(n)

a(b(1)) a(b(2)) ... a(b(n))

)
.

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè b = Πq
j=1(ij1, ij2, ..., ijsj), òî

aba−1 = Πq
j=1(a(ij1), a(ij2), ..., a(ijsj)). QED

Äîêàçàòåëüñòâî ïîðîæäàåìîñòè ëþáîãî öèêëà äëèíû 3 ïðè

ïîìîùè f è g. Îáîçíà÷èì L := N + K − 1, f := (1, ..., N) è g :=

(N, ..., L). Äîêàæåì ïðè ïîìîùè èíäóêöèè ïî max{y − x, z − y},
÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîé öèêë (x, y, z), ãäå 1 ≤ x < y < z ≤ L.

Áàçà. Ïîêàæåì, êàê ïîëó÷èòü öèêë âèäà (y − 1, y, y + 1).

gf−1g−1 = (N + 1, N − 1, ..., 1) ïî ëåììå 1 äëÿ a = g, b = f−1.

(N + 1, N − 1, ..., 1)f = (N − 1, N,N + 1).

Äëÿ ëþáîãî M < N :

f−1(N − 1, N,N + 1)f = (N − 2, N − 1, N + 1) ïî ëåììå 1 äëÿ
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a = f−1, b = (N − 1, N,N + 1).

g−1(N − 2, N − 1, N + 1)g = (N − 2, N − 1, N) ïî ëåììå 1 äëÿ

a = g−1, b = (N − 2, N − 1, N + 1).

(M−1,M,M +1) = f−(N−M+1)(N−2, N−1, N)fN−M+1 ïî ëåììå

1 äëÿ a = f−(N−M+1), b = (N − 2, N − 1, N).

Äëÿ ëþáîãî N < M < L:

g(N − 1, N,N + 1)g−1 = (N − 1, N + 1, N + 2) ïî ëåììå 1 äëÿ

a = g, b = (N − 1, N,N + 1).

f (N − 2, N − 1, N + 1)f−1 = (N,N + 1, N + 2) ïî ëåììå 1 äëÿ

a = f , b = (N − 1, N + 1, N + 2).

(M − 1,M,M + 1) = g−(M−N+1)(N,N + 1, N + 2)gM−N+1 ïî ëåììå

1 äëÿ a = f−(N−M+1), b = (N − 2, N − 1, N).

Ïåðåõîä. Ïóñòü ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîé öèêë âèäà (x, y, z).

Òîãäà ïî ëåììå 1

(x, y, z + 1) = (z, z + 1, z + 2)(x, y, z)(z, z + 1, z + 2)−1 è

(x− 1, y, z) = (x− 2, x− 1, x)−1(x, y, z)(x− 2, x− 1, x).QED
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