
20 ëåò íàçàä, â ñåäüìîì íîìåðå «Êâàíòà» çà 1991 ãîä,
â ðóáðèêå «Ìàòåìàòè÷åñêèå ñþðïðèçû» áûëà îïóáëè-
êîâàíà ñòàòüÿ Äæ.Êîíâåÿ «Îäèí ñòàðûé ôàêò è íå-
ñêîëüêî íîâûõ». Òàì íà ÷èñëîâûõ ïðèìåðàõ áûëî
ðàññêàçàíî î äâóõ ÷óäåñàõ, è àâòîð ïðîñèë äîêàçàòü, ÷òî
îíè âñàìäåëèøíûå. Ïîïðîáóåì ñ íèìè ðàçîáðàòüñÿ.

Íà÷íåì èçäàëåêà, ñ àëãåáðû.  Âîçðàñòàþùèìè ñòåïå-
íÿìè íàçûâàþò ñëåäóþùèå ìíîãî÷ëåíû:

1x x= ,

( )2 21x x x x x= + = + ,
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( )( )4 3 2 4 3 23 2 3 6 11 6x x x x x x x x x= + + + = + + + .

Êîýôôèöèåíòû ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ � ýòî è åñòü ÷èñëà
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Òåïåðü � êîìáèíàòîðèêà. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàç-
áèòü n ÷åëîâåê íà k õîðîâîäîâ � ýòî â òî÷íîñòè ÷èñëî
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 (â õîðîâîäå ìîæåò áûòü îò îäíîãî äî n

÷åëîâåê). Äîêàçàòü ýòî ëåãêî ïî èíäóêöèè: áàçà �

ñëó÷àé n = 1 � ñîâåðøåííî î÷åâèäíà. À ïåðåõîä òîæå
íåñëîæåí: åñëè íóæíî ðàçáèòü íà k õîðîâîäîâ n + 1
÷åëîâåê, òî ëèáî ïåðâûé èõ íèõ îáðàçóåò îòäåëüíûé

õîðîâîä, è òàêèõ ñïîñîáîâ ðîâíî 
1

n

k

 
 − 

, ëèáî æå íàäî

ñíà÷àëà ðàçáèòü îñòàëüíûõ n ÷åëîâåê íà k õîðîâîäîâ, à

çàòåì ïîñòàâèòü ïåðâîãî ïî ïðàâóþ ðóêó îò ëþáîãî èç
n óæå ñòîÿùèõ â õîðîâîäàõ ëþäåé.

Òåïåðü íà÷èíàþòñÿ ÷óäåñà Äæ.Êîíâåÿ. Âûïèøåì â
ðÿä áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åäèíèö è îáâåäåì
â êðóæîê òå, íîìåðà êîòîðûõ � òðåóãîëüíûå ÷èñëà: 1,
1 + 2 = 3, 3 + 3 = 6, 6 + 4 = 10, 10 + 5 = 15, � Ýòî � ïåðâàÿ
ñòðîêà ðèñóíêà 2. Âòîðàÿ è ïîñëåäóþùèå ñòðîêè ïîëó-
÷àþòñÿ òàê: ÷èñëà çàïèñûâàþòñÿ òîëüêî ïîä íåîáâåäåí-
íûìè ÷èñëàìè ïðåäûäóùåé ñòðîêè, êàæäîå ÷èñëî äîë-
æíî ðàâíÿòüñÿ ñóììå ÷èñåë, ðàñïîëîæåííûõ íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåâà è ñâåðõó îò íåãî (ïåðâîå ÷èñëî ñòðîêè
ðàâíî ïðîñòî ñòîÿùåìó íàä íèì ÷èñëó), â êðóæîê
îáâîäÿòñÿ ÷èñëà, ñòîÿùèå íàèñêîñîê âëåâî-âíèç îò
îáâåäåííûõ ÷èñåë ïðåäûäóùåé ñòðîêè. Îáâåäåííûå â
êðóæîê ÷èñëà � ýòî ÷èñëà Ñòèðëèíãà!

×òîáû îáúÿñíèòü ýòî ÷óäî, ââåäåì íîâûå îáîçíà÷åíèÿ.
Íàø ðèñóíîê 2 ðàçáèâàåòñÿ íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
«òðåóãîëüíûõ» ÷àñòåé (íà ðèñóíêå îíè îòäåëåíû äðóã
îò äðóãà âåðòèêàëüíûìè ïðÿìûìè). Çàíóìåðóåì èõ. Íà
ðèñóíêå 3 èçîáðàæåí ÷åòâåðòûé «òðåóãîëüíèê». ×èñëî,
ñòîÿùåå â n-ì òðåóãîëüíèêå íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè

×èñëà Ñòèðëèíãà

Ðèñ. 1

1 Òî÷íåå, ÷èñëà Ñòèðëèíãà ïåðâîãî ðîäà; áûâàþò åùå ÷èñëà
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ìíîæåñòâà èç n ýëåìåíòîâ íà k íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ.
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Äëÿ óäîáñòâà îáâåäåííûå â êðóæîê ÷èñëà ïðåäûäóùåãî
òðåóãîëüíèêà áóäåì ñ÷èòàòü íóëåâûì ñòîëáöîì äàííî-
ãî. Îáîçíà÷åíèÿ, ïðèâåäåííûå ðÿäîì ñ ÷åòâåðòûì
òðåóãîëüíèêîì íà ðèñóíêå 3, ïîÿñíÿþò ñêàçàííîå. Î÷å-
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Âñÿ òàáëèöà � íå òîëüêî îáâåäåííûå â êðóæîê ÷èñ-
ëà Ñòèðëèíãà! � óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå ðåêóððåíòíî-
ìó ñîîòíîøåíèþ, ÷òî è ñàìè ÷èñëà Ñòèðëèíãà: íàïðè-
ìåð,

 
= = ⋅ + = 

 

6
58 5 8 18 5

2,4

   
+   

   

5 5

2,4 1,3

è

 
= = ⋅ + = 

 

6
71 5 9 26 5

3,4

   
+   

   

5 5

3,4 2,3 ;

âîîáùå,

1

,

n
n

m k

+ 
= 

  , 1, 1

n n

m k m k

   
+   − −   

.

Åñòü ëè ó ÷èñåë 
,

n

m k

 
 
 

 êîìáèíàòîðíûé ñìûñë � ìû íå

çíàåì. Ìîæåò áûòü, òóò íàì ïîìîãóò ÷èòàòåëè?

Òåïåðü � âòîðîå ÷óäî. Åñëè îáâåñòè íå åäèíèöû ñ
òðåóãîëüíûìè íîìåðàìè, à êàæäîå òðåòüå ÷èñëî (ðèñ.4),

òî â íèæíåé ñòðîêå ïîëó÷èì êâàäðàòû íàòóðàëüíûõ
÷èñåë! Áîëåå òîãî, êàê è äëÿ ÷èñåë Ñòèðëèíãà, ðÿäû

îáâåäåííûõ êðóæî÷êàìè ÷èñåë � ýòî êîýôôèöèåíòû

ìíîãî÷ëåíîâ ( )21x + , ( )22x + , ( )23x + , ( )24x + , �
Åñëè îáâåäåì êàæäóþ ÷åòâåðòóþ åäèíèöó (ðèñ.5), òî

â íèæíåé ñòðîêå ïîëó÷èì êóáû. Ñîîòâåòñòâóþùèå ìíî-

ãî÷ëåíû � ýòî ( )31x + , ( )+ 3
2x , ( )+ 3

3x , ( )+ 3
4x , �

Àíàëîãè÷íàÿ çàêîíîìåðíîñòü âåðíà è ïðè îáâåäåíèè
â êðóæîê êàæäîé ïÿòîé åäèíèöû. Áîëåå òîãî, åñëè

1 2 3 4n n n n≤ ≤ ≤ ≤… , òî ïðè îáâåäåíèè â êðóæîê
åäèíèö ñ íîìåðàìè 1n , 1 2n n+ , 1 2 3n n n+ + ,

1 2 3 4n n n n+ + + , � ìû ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåíû, êîòîðûå
çàìå÷àòåëüíûì îáðàçîì ðàçëàãàþòñÿ íà ìíîæèòåëè.
Êàê èìåííî, ðàññêàçàíî â ðàçäåëå «Îòâåòû, óêàçàíèÿ,
ðåøåíèÿ» â êîíöå æóðíàëà.

À.Âîëãèí (ó÷åíèê 8 êëàññà), À.Ñïèâàê

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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Ðèñóíîê 4 ïîêàçûâàåò, ÷òî èíòåðåñóþùèé íàñ ìíîãî÷ëåí ïðè
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ÐÅÃÈÎÍÀËÜÍÛÉ ÝÒÀÏ XXXVII ÂÑÅÐÎÑÑÈÉÑÊÎÉ
ÎËÈÌÏÈÀÄÛ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

9 êëàññ

1. Íåò, íåâåðíî.
Ïîäîéäåò, íàïðèìåð, òðîéêà 1/3, 1/3, 2/3.
Çàìå÷àíèå. Âñå òàêèå òðîéêè ìîæíî ïîëó÷èòü, ðåøèâ ñîîò-

âåòñòâóþùóþ ñèñòåìó: 2 2 2 2 2 2a b c a b c a b c+ + = + + = + + .

Èç ïåðâûõ äâóõ ðàâåíñòâ èìååì 2 2a a b b− = − ; ïåðåíîñÿ âñå

â ëåâóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì ( )( )1 0a b a b− + − = . Çíà÷èò, a = b

èëè 1b a= − ; àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû äëÿ îñòàëü-
íûõ ïàð ÷èñåë. Èòîãî, êðîìå òðîåê èç ðàâíûõ ÷èñåë, ïîäõî-
äÿò âñå òðîéêè âèäà a, a, 1 a−  è òîëüêî îíè.
2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω  è ω  îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðå-
óãîëüíèêîâ ABC è BDE (ðèñ.5). Ïîëîæèì ACB ABC∠ = ∠ =

= α . ×åòûðåõóãîëüíèê BDAC âïèñàí â Ω , çíà÷èò,
180 180ADB ACB∠ = ° − ∠ = ° − α . Óãëû ADB è EDB � ñìåæ-

íûå, îòêóäà 180 180EDB ADB∠ = ° − ∠ = ° − α . Äàëåå, ïî-
ñêîëüêó ÷åòûðåõóãîëüíèê EDFB âïèñàí â ω , èìååì

EFB EDB∠ = ∠ = α .
Èòîãî, EFB FBC∠ = ∠ = α , à
çíà÷èò, ïðÿìûå EF è BC ïà-
ðàëëåëüíû.
3. Ïðîâåäåì ïóíêòèðîì âåðòè-
êàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíûå ëè-
íèè ÷åðåç öåíòðû êëåòîê äîñ-
êè. Íà ïîëó÷èâøåéñÿ ïóíêòèð-
íîé ñåòêå êàæäîå çâåíî íàøåé
ëîìàíîé ñîåäèíÿåò óçëû, ñî-
ñåäíèå ïî âåðòèêàëè, ãîðèçîí-
òàëè èëè äèàãîíàëè (ðèñ.6).
Ïîýòîìó ïóíêòèðíûå ïðÿìûå

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

ÍÅÂÎÇÌÎÆÍÛÅ ÇÀÌÎÙÅÍÈß

1. Áåëûõ è ÷åðíûõ êëåòîê â ýòîé ôèãóðå ïîðîâíó, íî â åå ëå-
âîé ïîëîâèíå ÷åðíûõ êëåòîê áîëüøå, ÷åì áåëûõ, à â ïðàâîé
� íàîáîðîò (16 ïðîòèâ 9 â îáîèõ ñëó÷àÿõ). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî çàìîùåíèå äîìèíîøêàìè ñóùåñòâóåò. Òîãäà íå áîëåå ÷åì
îäíî äîìèíî ïåðåñåêàåò âîëíèñòóþ ëèíèþ â ñåðåäèíå ðèñóíêà
27 ñòàòüè, òàê ÷òî ëåâàÿ ïîëîâèíà ôèãóðêè (êðîìå, âîçìîæ-
íî, êëåòêè, ïðèìûêàþùåé ê âîëíèñòîé ëèíèè) âñÿ çàìîùåíà
äîìèíîøêàìè. Ïîñêîëüêó â ýòîé ÷àñòè ôèãóðû ÷åðíûõ è áå-
ëûõ êëåòîê íå ïîðîâíó, òàêîå íåâîçìîæíî.
4. Áóäåì ðàññóæäàòü, êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1. Ñóùå-
ñòâîâàíèå çàìîùåíèÿ ïðè n, ñðàâíèìîì ñ 0, 2, 9 èëè 11 ïî
ìîäóëþ 12, ïðè 12n £  ïîêàçûâàåòñÿ ÿâíîé êîíñòðóêöèåé, à
äàëåå èç çàìîùåíèÿ äëÿ  n = 12k ñòðîèòñÿ çàìîùåíèå äëÿ n =
= 12k + l, ãäå l ðàâíî 2, 9, 11 èëè 12.
×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ïðè îñòàëüíûõ n çàìîùåíèå íåâîçìîæíî,
çàìåòèì äëÿ íà÷àëà, ÷òî ïðè íàëè÷èè çàìîùåíèÿ îáùåå êîëè-
÷åñòâî òî÷åê äîëæíî äåëèòüñÿ íà 3. Çíà÷èò, ( 1)/2n n + ∫

( o 3)0 m d∫ , òàê ÷òî n ñðàâíèìî ñ 0 èëè 2 ïî ìîäóëþ 3. Òåì
ñàìûì íàì íàäî ðàññìîòðåòü ñëó÷àè, êîãäà îñòàòîê îò äåëå-
íèÿ n íà 12 ðàâåí 3, 5, 6, èëè 8. Ãðàíè÷íûå ñëîâà òðåõòî÷å÷-
íûõ òðåóãîëüíèêîâ èìåþò âèä 2 1 1 2yx yx yx - - -  è

2 2 1 1y x y yx x- - - . Èõ äóáëåðû íà øåñòèóãîëüíîé ðåøåòêå çàìê-
íóòû. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó çàìêíóòîìó îðèåíòèðîâàííîìó
ïóòè ïî øåñòèóãîëüíîé ðåøåòêå ñóììó ÷èñåë îáîðîòîâ âîêðóã
øåñòèóãîëüíûõ îáëàñòåé. Äëÿ ãðàíè÷íûõ ïóòåé òðåóãîëüíè-
êîâ ýòè ÷èñëà ðàâíû 1± , à äëÿ ïóòè âîêðóã âñåãî òðåóãîëüíè-
êà ýòî ÷èñëî ðàâíî [( 1)/3]n + . Ñòàëî áûòü, åñëè â çàìîùå-
íèè ó÷àñòâóþò m òðåóãîëüíèêîâ, òî [( 1)/3] (mod2)n m+ ∫ .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ( 1) 3/2n n m+ = , îòêóäà ( 1)/2n n + ∫

(mod2)m∫ . Çíà÷èò, (mod2[( 1)/3] ( 1 ))/2n n n+ ∫ + , è ëåã-
êî âèäåòü, ÷òî ïðè n, ñðàâíèìîì ñ 3, 5, 6 èëè 8 ïî ìîäóëþ
12, ýòî ñðàâíåíèå íå âûïîëíÿåòñÿ.
5. Áóäåì ðàññóæäàòü, êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3. Îïðå-
äåëèì àääèòèâíóþ ôóíêöèþ f ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(1) 1, ( 2) 0,5f f = -=  è ( ) 0f x = , åñëè x íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèî-
íàëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé 1 è 2 . «Ïëîùàäüþ» ïðÿìî-
óãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè u è v áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî

( ) ( )f u f v . Òîãäà «ïëîùàäü» îáëàñòè íà ðèñóíêå 28 ñòàòüè
ðàâíà 0,75- , à åñëè áû ýòó îáëàñòü ìîæíî áûëî çàìîñòèòü

êâàäðàòàìè, åå «ïëîùàäü» áûëà áû íåîòðèöàòåëüíà � ïðîòè-
âîðå÷èå.
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