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1 Ââåäåíèå

Â äàííîé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ èíòåðåñíîå íàáëþäåíèå, ñäåëàííîå â ïðîøëîì (2010) ãîäó íà ëåêöèÿõ À. Â.
Ñïèâàêà. Ñ èíòåðâàëîì â íåñêîëüêî íåäåëü, à ìîæåò è ìåñÿöåâ, îí ðàññêàçàë î äâóõ ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêòàõ � òàáëèöàõ Êîíâåÿ (¾Êâàíò¿ 7 âûïóñê çà 1991 ãîä, ðóáðèêà ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå
ñþðïðèçû¿, ñòàòüÿ ¾Îäèí ñòàðûé ôàêò è íåñêîëüêî íîâûõ¿) è ÷èñëàõ Ñòèðëèíãà è èõ ñâîéñòâàõ.
Âñêîðå îáíàðóæèëîñü, ÷òî ïî ñóòè òàáëèöà ÷èñåë Ñòèðëèíãà è îäíà èç ðàññòàíîâîê ÷èñåë â êðóæî÷êàõ
â òàáëèöàõ Êîíâåÿ � îäíî è òî æå. À ïðèìåðíî ÷åðåç íåäåëþ ãèïîòåçà, âîçíèêøàÿ â ðåçóëüòàòå ýòî-
ãî íàáëþäåíèÿ, áûëà äîêàçàíà ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû äëÿ ÷èñåë Ñòèðëèíãà. Èñïîëüçóåìûå
â ñòàòüå ôàêòû î ÷èñëàõ Ñòèðëèíãà âçÿòû èç êíèãè ¾Êîíêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà¿ Ð.Ãðýõåìà, Ä.Êíóòà è
Î.Ïàòàøíèêà (ñì. ãëàâó 6.1).
Â ïåðâûõ ðàçäåëàõ äàííîé ñòàòüè êðàòêî èçëàãàþòñÿ ôàêòû îá èãðàõ Êîíâåÿ è ÷èñëàõ Ñòèðëèíãà (ñì.
òàêæå ¾Êâàíò¿ �2, 2011 ãîä ñ.32-33). Â ÷åòâ¼ðòîì ðàçäåëå äàíû îïðåäåëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîíÿòèé,
ñôîðìóëèðîâàíû òåîðåìû è ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà.

2 Èãðû Êîíâåÿ

Â ñâîåé ñòàòüå Êîíâåé ïðåäëàãàåò ïîñìîòðåòü íà ðÿä ÷èñåë è îáâåñòè â êðóæî÷åê êàæäîå âòîðîå, êàæäîå

òðåòüå èëè äàæå êàæäîå ¾òðåóãîëüíîå¿ ÷èñëî (ò.å. ÷èñëà âèäà n(n+1)
2 = 1+2+. . .+n). Ïîñëå ýòîãî ïîä ïåð-

âûì ðÿäîì âûïèñûâàþòñÿ ÷èñëà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî áûëî ðàâíî ñóììå ÷èñåë
ñëåâà è ñâåðõó îò íåãî. Ïðè ýòîì ïîä îáâåäåííûìè â êðóæî÷åê ÷èñëàìè îñòàåòñÿ ïðîïóñê. Ïîëó÷àåòñÿ
ðÿä ÷èñåë, ðàçáèòûé ïðîïóñêàìè íà ãðóïïû, ïîñëå ÷åãî êàæäîå ÷èñëî â êîíöå ãðóïïû òàêæå îáâîäèòñÿ â
êðóæî÷åê. Çàòåì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûïèñûâàþòñÿ òðåòèé, ÷åòâåðòûé ðÿä è ò. ä. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ:

1 m2 3 m4 5 m6 7 m8 9 m1011 m1213 m1415 m1617 m18m1 m4 m9 m16 m25 m36 m49 m64 m81
1 2 m3 4 5 m6 7 8 m9 1011 m121314 m151617 m18
1 m3 7 m12 19 m27 37 m48 61 m75 91�
��108m1 m8 m27 m64 �
��125 �
��216

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âíèçó ïåðâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïîëíûå êâàäðàòû, à âíèçó âòîðîãî �
êóáû. Åñëè ïðîäîëæèòü îáâîäèòü êàæäîå ÷åòâåðòîå ÷èñëî, êàæäîå ïÿòîå è òàê äàëåå, òî âíèçó â êðóæî÷-
êàõ áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ÷èñëà â 4, 5 ñòåïåíÿõ è ò. ä. Êðîìå òîãî, ÷èñëà â êðóæî÷êàõ ïî êàæäîé äèàãîíàëè
òîæå îáëàäàþò íåêîòîðîé çàêîíîìåðíîñòüþ. Åñëè ñâåðõó íàïèñàòü ðÿä åäèíèö (÷òî ìû è ñäåëàåì âïî-
ñëåäñòâèè), òî ìîæíî óâèäåòü áèíîìèíàëüíûå êîîôèöèåíòû äëÿ (x+ 1)2,(x+ 2)2,(x+ 3)2, . . . � â ïåðâîì
ñëó÷àå, è (x+ 1)3,(x+ 2)3,(x+ 3)3, . . . � âî âòîðîì.
×òî æå ïîëó÷èòñÿ, åñëè îáâîäèòü êàæäîå òðåóãîëüíîå ÷èñëî? Íàïîìíèì, òðåóãîëüíûå ÷èñëà ýòî 1, 1 + 2,
1 + 2 + 3 . . .
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m1 2 m3 4 5 m6 7 8 9 m10 11 12 13 14 m15m2 6 m11 18 26 m35 46 58 71 m85m6 24 m50 96 154����225m24 120����274

����120

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëà â êðóæî÷êàõ 1, 2, 6, 24, 120 ÿâëÿþòñÿ ôàêòîðèàëàìè. À ÷òî ìîæíî ñêàçàòü
îá îñòàëüíûõ ÷èñëàõ â êðóæî÷êàõ?

3 ×èñëà Ñòèðëèíãà

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû îáðàòèëè âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ â êðóæî÷êàõ ïîëó÷àëèñü
áèíîìèíàëüíûå êîýôôèöèåíòû. Â êíèãå ¾Êîíêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà¿ 6 ãëàâà íà÷èíàåò çíàêîìñòâî ÷èòàòåëÿ
ñ ÷èñëàìè Ñòèðëèíãà, êîòîðûå íàçâàíû â íåé ¾áëèçêèìè ðîäñòâåííèêàìè áèíîìèíàëüíûõ êîýôôèöèåí-
òîâ¿.
Èòàê, ýòè ÷èñëà âûñòóïàþò â äâóõ ðàçíîâèäíîñòÿõ, òðàäèöèîííî íîñÿùèõ íåçàòåéëèâûå íàçâàíèÿ ¾÷èñåë
Ñòèðëèíãà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà¿. ×èñëîì Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà

{
n
k

}
îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî ñïîñîáîâ

ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà èç n ýëåìåíòîâ íà k íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ (èëè, åñëè óãîäíî, ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàç-
ëîæèòü n ðàçíûõ ïðåäìåòîâ â k îäèíàêîâûõ ìåøêîâ òàê, ÷òîáû íè îäèí èç ìåøêîâ íå îñòàëñÿ ïóñòûì).
Â äàííîé ðàáîòå íàñ áóäóò â áîëüøåé ñòåïåíè èíòåðåñîâàòü ÷èñëà Ñòèðëèíãà ïåðâîãî ðîäà, ïîýòîìó íà
íèõ ìû îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî. ×èñëîì Ñòèðëèíãà ïåðâîãî ðîäà

[
n
k

]
îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî ñïîñîáîâ

ïðåäñòàâëåíèÿ n îáúåêòîâ â âèäå k öèêëîâ (èëè ÷èñëî ñïîñîáîâ ïîñàäèòü n ÷åëîâåê ñ íîìåðàìè íà ìàéêàõ
çà k îäèíàêîâûõ êðóãëûõ ñòîëîâ òàê, ÷òîáû çà êàæäûì ñòîëîì êòî-òî ñèäåë). Çàìåòèì, ÷òî íàì âàæåí
ïîðÿäîê, â êîòîðîì îíè ðàñïîëîæåíû, â îòëè÷èå îò âòîðîãî ðîäà. Èñõîäÿ èç ýòîãî, íàïðèìåð, ìîæíî äî-
êàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ n è k âûïîëíÿåòñÿ

{
n
k

}
≤
[
n
k

]
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïåðåñòàíîâêó, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò 123456789 â 384729156. Äëÿ íàãëÿäíîñòè å¼ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â äâóõ ñòðîêàõ:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 8 4 7 2 9 1 5 6

îòêóäà âèäíî, ÷òî 1 ïåðåõîäèò â 3, 2 ïåðåõîäèò â 8 è ò. ä. Âîçíèêàåò öèêëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, èáî ÷èñëî
1 ïåðåõîäèò â 3, êîòîðîå ïåðåõîäèò â 4, êîòîðîå ïåðåõîäèò â 7, êîòîðîå ïåðåõîäèò îáðàòíî â 1, ò. å. ýòî
öèêë [1, 3, 4, 7]. Äðóãèì öèêëîì â ýòîé ïåðåñòàíîâêå ÿâëÿåòñÿ [2, 8, 5], åùå îäíèì � [6, 9]. Òàêèì îáðàçîì,
ïåðåñòàíîâêà 384729156 ýêâèâàëåíòíà öèêëè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ, ñîñòîÿùåì èç òðåõ öèêëîâ:

[1, 3, 4, 7] [2, 8, 5] [6, 9]

Àíàëîãè÷íàÿ ýòîìó ðàçáèåíèþ ðàññàäêà ëþäåé çà ñòîëàìè:

1

3

4

7��
�� 2

85��
�� 6

9
��
��

Òåïåðü âûâåäåì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë Ñòèðëèíãà ïåðâîãî ðîäà. Ðàçäåëèì âàðè-
àíòû ðàññàäêè n ÷åëîâåê çà k ñòîëîâ íà äâå ãðóïïû: I. n-é ÷åëîâåê ñèäèò çà îòäåëüíûì ñòîëîì, II. n-é
÷åëîâåê ñèäèò çà îäíèì ñòîëîì åùå ñ êåì-ëèáî. Òîãäà ïîíÿòíî, ÷òî êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ãðóïïû I áóäåò

ðàâíî
[
n−1
k−1

]
. ×òîáû ðàññàäèòü ëþäåé II-ì ñïîñîáîì, íóæíî ñíà÷àëà ðàññàäèòü n− 1 ÷åëîâåêà çà k ñòîëîâ

(
[
n−1
k

]
âàðèàíòîâ), à çàòåì ïîäñàäèòü ê íèì n-ãî ÷åëîâåêà (n−1 âàðèàíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ

ñïîñîáîì âûáðàòü åãî ëåâîãî ñîñåäà). Òàêèì îáðàçîì, îáùåå êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ áóäåò:[n
k

]
= (n− 1)

[
n− 1

k

]
+

[
n− 1

k − 1

]
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Èñïîëüçóÿ äàííóþ ðåêóðåíòíóþ ôîðìóëó ëåãêî ïîëó÷èòü íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷èñåë Ñòèðëèíãà:

n

[
n

0

] [
n

1

] [
n

2

] [
n

3

] [
n

4

] [
n

5

] [
n

6

]
0 1

1 0 1

2 0 1 1

3 0 2 3 1

4 0 6 11 6 1

5 0 24 50 35 10 1

6 0 120 274 225 85 15 1

À òåïåðü ñðàâíèòå ýòó òàáëèöó è ÷èñëà â êðóæî÷êàõ â êîíöå ïðåäûäóùåé ãëàâû.

4 Òåîðåìû î òàáëèöàõ Êîíâåÿ

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí A(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a0. Ïîñìîòðèì, ÷åìó ðàâíû êîýô-
ôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà A(x+ 1).

A(x+ 1) =
∑

0≤k≤n

(x+ 1)kak =
∑

0≤k≤n

∑
0≤i≤k

akx
i

(
k

i

)
=

∑
0≤k≤i≤n

akx
i

(
k

i

)
=
∑

0≤i≤n

xi
∑

i≤k≤n

ak

(
k

i

)
(1)

Çíà÷èò, êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà A(x+ 1) ïðè i-é ñòåïåíè ðàâåí
∑n

k=i

(
k
i

)
ak.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí A(x)(x+ 1).

A(x)(x+ 1) =
∑

0≤k≤n

xkak(x+ 1) =
∑

1≤k≤n+1

xkak +
∑

0≤k≤n

xkak = anx
n+1 +

∑
1≤k≤n

xk(ak + ak−1) + a0 (2)

Çíà÷èò, êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà A(x)(x+1) ïðè k-é ñòåïåíè ðàâåí ak+ak−1 (ïîëàãàåì, ÷òî an+1 = a−1 =
0).

Îïðåäåëåíèå 1. Âîçüì¼ì òàáëèöó, áåñêîíå÷íóþ âïðàâî è âíèç; áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî, ñòîÿùåå â íåé
íà ïåðåñå÷åíèè m-é ñòðîêè è n-ãî ñòîëáöà V m

n (îòñ÷¼ò ñòðîê è ñòîëáöîâ âåä¼òñÿ ñ åäèíèöû). Ïîëîæèì
V 1
n = 1 äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Ïóñòü ó íàñ åñòü ìíîæåñòâî S ⊂ N. Äëÿ âñåõ n ∈ S âûäåëèì V 1

n . Êàæäàÿ
ñëåäóþùàÿ ñòðîêà ïîëó÷àåòñÿ òàêèì îáðàçîì: äâèãàÿñü ñëåâà íàïðàâî, çàïèñûâàåì íà ïåðåñå÷åíèå m-é
ñòðîêè è n-ãî ñòîëáöà ñóììó V m−1

n è áëèæàéøåãî ÷èñëà, ñòîÿùåãî ñëåâà îò ýòîé êëåòêè òàáëèöû,
åñëè V m−1

n íå âûäåëåíî, è íå çàïèñûâàåì íè÷åãî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (Äëÿ êðàéíåãî ÷èñëà ñòðîêè áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî åãî ëåâûé ñîñåä ðàâåí íóëþ). Ïîñëå ýòîãî âûäåëèì âñå ÷èñëà, ñïðàâà îò êîòîðûõ ïóñòàÿ
êëåòêà òàáëèöû. Ïîëó÷åííóþ òàáëèöó íàçîâ¼ì òàáëèöåé Êîíâåÿ, îòâå÷àþùåé S.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà Sn = nN (ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà n), è S∆ =
{

m(m+1)
2 ;m ∈ N

}
.

Äëÿ S3 è S4 òàáëèöû Êîíâåÿ áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä (âûäåëåííûå ÷èñëà îáâåäåíû â êðóæî÷åê):

1 1 m1 1 1 m1 1 1 m1 1 1 m1 1 1 m1 1 1 m1
1 m2 3 m4 5 m6 7 m8 9 m10 11 m12m1 m4 m9 m16 m25 m36
1 1 1 m1 1 1 1 m1 1 1 1 m1 1 1 1 m1 1 1 1 m1
1 2 m3 4 5 m6 7 8 m9 1011 m12 1314 m15
1 m3 7 m12 19 m27 37 m48 61 m75m1 m8 m27 m64 �
��125

Äëÿ S∆ òàáëèöà Êîíâåÿ áóäåò òàêîé:
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m1 1 m1 1 1 m1 1 1 1 m1 1 1 1 1 m1 1 1 1 1 1 m1m1 2 m3 4 5 m6 7 8 9 m10 11 12 13 14 m15m2 6 m11 18 26 m35 46 58 71 m85m6 24 m50 96154����225m24 120����274

����120

Çàìåòèì, ÷òî åñëè V m
n âûäåëåíî, òî ÷èñëà V m+1

n íå ñóùåñòâóåò, è ÷èñëî V m+1
n−1 , åñëè ñóùåñòâóåò, òî âûäå-

ëåíî. È íàîáîðîò, åñëè V m
n íå âûäåëåíî, òî ÷èñëî V m+1

n ñóùåñòâóåò, è ÷èñëî V m+1
n−1 , åñëè ñóùåñòâóåò, òî

íå âûäåëåíî. Åñëè ÷èñëà V m
n íå ñóùåñòâóåò, òî ÷èñëî V m

n−1 ëèáî âûäåëåíî, ëèáî íå ñóùåñòâóåò, è ÷èñëà

V m+1
n−1 òîæå íå ñóùåñòâóåò.

Çàìåòèì, ÷òî â òàáëèöå Êîíâåÿ, îòâå÷àþùåé Sn, âûäåëåíû ÷èñëà âèäà V 1+d
nk−d, ïðè âñåõ k ∈ N, 0 ≤ d ≤ n−1

è òîëüêî îíè.

Òåîðåìà 1. Â òàáëèöå Êîíâåÿ, îòâå÷àþùåé Sn (ãäå Sn = nN ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äåëÿ-
ùèõñÿ íà n), ïðè k ∈ N, 0 ≤ d ≤ n− 1 âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

V 1+d
nk−d = kd

(
n− 1

d

)
(3)

Â òàáëèöå Êîíâåÿ, îòâå÷àþùåé S∆, âûäåëåíû ÷èñëà âèäà V 1+d
m−d, ïðè âñåõ m = n(n+1)

2 , n ∈ N, 0 ≤ d ≤
n− 1 è òîëüêî îíè.

Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëîì Ñòèðëèíãà ïåðâîãî ðîäà
[
n
k

]
îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ n

îáúåêòîâ â âèäå k öèêëîâ.

Äëÿ ÷èñåë Ñòèðëèíãà ñóùåñòâóåò ñëåäóþùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå:[n
k

]
= (n− 1)

[
n− 1

k

]
+

[
n− 1

k − 1

]
(4)

Åãî ëåãêî äîêàçàòü êîìáèíàòîðíî. Â ëþáîì ïðåäñòàâëåíèè n îáúåêòîâ â âèäå k öèêëîâ ìîæíî óêàçàòü
îáúåêò, êîòîðûé ñòîèò â öèêëå ïåðåä n-ì. Åñëè ýòî îí ñàì, òî, âûáðîñèâ öèêë, ñîñòîÿùèé èç n-ãî ýëåìåíòà,

ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå n− 1 îáúåêòîâ â âèäå k − 1 öèêëîâ, à çíà÷èò, òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé
[
n−1
k−1

]
. Åñëè

æå ýòî îäèí èç îñòàâøèõñÿ n−1 îáúåêòîâ, òî, îáúåäèíèâ åãî ñ n-ì, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå n−1 îáúåêòîâ
â âèäå k öèêëîâ, à çíà÷èò, òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé

[
n−1
k

]
. Â èòîãå ïîëó÷àåì ôîðìóëó (4).

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû:

x1 = x = x

x2 = x(x+ 1) = x2 + x

x3 = x(x+ 1)(x+ 2) = x3 + 3x2 + 2x

x4 = x(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3) = x4 + 6x3 + 11x2 + 6x

(5)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû ó ïîëó÷èâøèõñÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñîâïàäàþò ñ ÷èñëàìè Ñòèðëèíãà:

xn =

n∑
k=1

[n
k

]
xk (6)

Äîêàæåì ýòó ôîðìóëó ïî èíäóêöèè. Áàçà èíäóêöèè � ôîðìóëû (5). Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä: Çàìåòèì,
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÷òî (x+ n− 1)xk = xk+1 + (n− 1)xk. Òîãäà:

xn = (x+ n− 1)xn−1 = (x+ n− 1)

n−1∑
k=1

[
n− 1

k

]
xk =

=

n−1∑
k=1

[
n− 1

k

]
xk+1 +

n−1∑
k=1

(n− 1)

[
n− 1

k

]
xk =

=

n−1∑
k=0

[
n− 1

k

]
xk+1 +

n∑
k=1

(n− 1)

[
n− 1

k

]
xk =

n∑
k=1

[
n− 1

k − 1

]
xk +

n∑
k=1

(n− 1)

[
n− 1

k

]
xk =

=

n∑
k=1

([
n− 1

k − 1

]
xk + (n− 1)

[
n− 1

k

]
xk

)
=

n∑
k=1

[n
k

]
xk,

(7)

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 2. Â òàáëèöå Êîíâåÿ, îòâå÷àþùåé S∆, ãäå S∆ � ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà m = n(n+1)
2 , ïðè

n ∈ N, 0 ≤ d ≤ n− 1 âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

V 1+d
m−d =

[
n

n− d

]
(8)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ñíà÷àëà äîêàæåì äâå ëåììû:

Ëåììà 1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå âûäåëåííîå ÷èñëî V 1
m â ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû Êîíâåÿ, îòâå÷àþ-

ùåé S. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ÷èñëà V 1
m, V

2
m−1, V

3
m−2, . . . , V

n+1
m−n, ïðè÷¼ì ìíîæåñòâî S è ÷èñëî n òàêîâû,

÷òî âñå ÷èñëà âèäà V 1
m+d, 1 ≤ d ≤ n, íå âûäåëåíû. Îáîçíà÷èì A(x) = V 1

mxn+V 2
m−1x

n−1 + . . .+V n
m−n−1x+

V n+1
m−n, B(x) = V 1

m+n+1x
n + V 2

m+nx
n−1 + . . .+ V n

m+2x+ V n+1
m+1. Òîãäà B(x) = A(x+ 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè ñëåäóþùóþ ôîðìóëó ïðè 1 ≤ k ≤ n:

V k
m+1+n−k =

k∑
i=1

V i
m+1−i

(
n− i

n− k

)
(9)

Áàçà èíäóêöèè � n = 1: òîãäà k = 1 è

k∑
i=1

V i
m+1−i

(
n− i

n− k

)
= V 1

m+1−1 = V 1
m = V 1

m+1

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä n− 1→ n. Òîãäà, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ ëþáîãî 1 ≤ k ≤ n− 1 âåðíî

V k
m+n−k =

k∑
i=1

V i
m+1−i

(
n− 1− i

n− 1− k

)
Äëÿ k = n ìîæíî ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü ôîðìóëû (9):

V n
m+1 = V n

m+1−n + V n−1
m+1 = V n

m+1−n

(
0

0

)
+

n−1∑
i=1

V i
m+1−i

(
n− 1− i

0

)
=

n∑
i=1

V i
m+1−i

(
n− i

0

)
Äëÿ k = 1 ôîðìóëà (9) î÷åâèäíà. Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü å¼ äëÿ 2 ≤ k ≤ n− 1:

V k
m+1+n−k = V k−1

m+1+n−k+V k
m+n−k =

k−1∑
i=1

V i
m+1−i

(
n− 1− i

n− k

)
+

k∑
i=1

V i
m+1−i

(
n− 1− i

n− 1− k

)
=

k∑
i=1

V i
m+1−i

(
n− i

n− k

)
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Ôîðìóëà (9) äîêàçàíà.
Ìíîãî÷ëåí B(x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

B(x) =

n∑
j=0

xjV n+1−j
m+1+j =

n∑
j=0

xj

n+1−j∑
i=1

V i
m+1−i

(
n− i+ 1

j

)
ïî ôîðìóëå (9) (m+ 1 + j = m+ 1 + (n+ 1)− (n+ 1− j)). Ñäåëàâ çàìåíó i→ n− i+ 1, ïîëó÷àåì

B(x) =

n∑
j=0

xj
n∑

i=j

V n+1−i
m−n+i

(
i

j

)
÷òî â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëå (1), îòêóäà B(x) = A(x+ 1)

Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûì ìåòîäîì ìîæíî äîêàçàòü äëÿ âñåõ k, l ≥ 0, k + l ≤ n, ÷òî

V 1+k
m+1+l =

k+1∑
i=1

V i
m+1−i

(
k + l − i+ 1

l

)
(10)

Ëåììà 2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå íåâûäåëåííîå ÷èñëî V 1
m â ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû Êîíâåÿ, îòâå-

÷àþùåé S. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ÷èñëà V 1
m, V

2
m−1, V

3
m−2, . . . , V

n+1
m−n, à ÷èñåë âèäà V n+2

p , ãäå p < m − n íå

ñóùåñòâóåò. Îáîçíà÷èì A(x) = V 1
mxn + V 2

m−1x
n−1 + . . .+ V n

m−n−1x+ V n+1
m−n, B(x) = V 1

m+1x
n+1 + V 2

mxn +

. . .+ V n+1
m−n+1x+ V n+2

m−n. Òîãäà B(x) = A(x)(x+ 1).

Äîêàçàòåëüñòâî.
V 1
m+1 = V 1

m

V k+1
m+1−k = V k

m+1−k + V k+1
m−k; (1 ≤ k ≤ n)

V n+2
m−n = V n+1

m−n

Òîãäà

B(x) = V 1
m+1x

n+1 +

n∑
k=1

xkV n+2−k
m+k−n + V n+2

m−n = V 1
m +

n∑
k=1

xk(V n+1−k
m+k−n + V n+2−k

m+k−n−1) + V n+2
m−n

÷òî â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëå (2), îòêóäà B(x) = A(x)(x+ 1)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ðàññìîòðèì òàáëèöó Êîíâåÿ, îòâå÷àþùóþ Sn, è îáîçíà÷èì ìíîãî÷ëåíû
D0(x) = 1, D1(x) = x + 1, . . . , Dk(x) = V 1

k+1x
k + V 2

k x
k−1 + . . . + V k

2 x + V k+1
1 , . . . Ñîãëàñíî ëåììå 2,

Dk+1(x) = (x + 1)Dk(x) äëÿ 0 ≤ k ≤ n − 2, îòêóäà Dk(x) = (x + 1)k. Äàëåå, ïóñòü Ak(x) = V 1
nkx

n−1 +
V 2
nk−1x

n−2 + . . .+ V n−1
nk−n+2x+ V n

nk−n+1. Çàìåòèì, ÷òî A1(x) = Dn−1(x) = (x+ 1)n−1. Èç ëåììû 1 ñëåäóåò,
÷òî Ak+1(x) = Ak(x + 1), îòêóäà Ak(x) = (x + k)n−1, à åãî êîýôôèöèåíò ïðè (n − 1 − d)-é ñòåïåíè ðàâåí
V 1+d
nk−d ïî îïðåäåëåíèþ, è kd

(
n−1
d

)
ïî áèíîìó Íüþòîíà

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ðàññìîòðèì òàáëèöó Êîíâåÿ, îòâå÷àþùóþ S∆. Ïóñòü

Ak(x) = V 1
k(k+1)/2x

k−1 + V 2
k(k+1)/2−1x

k−2 + . . .+ V k−1
k(k−1)/2+2x+ V k

k(k−1)/2+1

Bk(x) = V 1
k(k+1)/2+kx

k−1 + V 2
k(k+1)/2+k−1x

k−2 + . . .+ V k−1
k(k+1)/2+2x+ V k

k(k+1)/2+1

(k ∈ N)
Ñîãëàñíî ëåììå 1, Bk(x) = Ak(x + 1), à èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî Ak+1(x) = (x + 1)Bk(x). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
Ak(x) = 1, ïîëó÷àåì

Ak(x) = (x+ 1)k−1

Bk(x) = (x+ 2)k−1

Êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà An(x) ïðè (n− d− 1)-é ñòåïåíè ðàâåí V 1+d
n(n+1)/2−d ïî îïðåäåëåíèþ, è

[
n

n−d

]
ïî

ôîðìóëå (6)

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî õîòÿ ïðèíöèï çàïîëíåíèÿ òàáëèöû Êîíâåÿ â òåîðåìàõ è èõ äîêàçàòåëüñòâà
ïîõîæè äðóã íà äðóãà, ðåçóëüòàò â íèõ ïîëó÷èëñÿ ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûé. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî
â ïåðâîé òåîðåìå ìû ïîëüçîâàëèñü ëåììîé 2 òîëüêî âíà÷àëå, à çàòåì òîëüêî ëåììîé 1. Âî âòîðîé æå
òåîðåìå íà êàæäîì øàãó ìû ïîëüçîâàëèñü êîìáèíàöèåé äâóõ ëåìì.
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5 Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò ñêàçàòü íåñêîëüêî ñëîâ îá àâòîðñòâå èäåé, èñïîëüçîâàííûõ â ñòàòüå.
Â ïðîøëîì ãîäó Âîëãèí Àíäðåé, ó÷åíèê 8 êëàññà îáíàðóæèë ñîâïàäåíèå ìåæäó òàáëèöåé ñ ÷èñëàìè Ñòèð-
ëèíãà è òàáëèöàìè Êîíâåÿ. Îí ïðåîáðàçîâàë ýòè òàáëèöû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè íà÷èíàëèñü ñ ðÿäà
åäèíèö è äîêàçàë, ÷òî â ñëó÷àå ñ òðåóãîëüíûìè ÷èñëàìè â âûäåëåííûõ äèàãîíàëÿõ âñåãäà áóäóò ïîëó÷àòü-
ñÿ ÷èñëà Ñòèðëèíãà. Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì î òàáëèöàõ Êîíâåÿ áûëî ñäåëàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñëåäóþùåãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ:[

n+ 1

m+ 1

]
=
∑
k

[n
k

]( k

m

)

Â êíèæêå ýòà ôîðìóëà áûëà ïðèâåäåíà áåç äîêàçàòåëüñòâà, è îí äîêàçàë å¼ ñíà÷àëà ïî èíäóêöèè, à çàòåì
è êîìáèíàòîðíî. (Äîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ýòîìó ñîîòíîøåíèþ, ìîæíî ïðèìåðíî òàê æå, êàê ìû
äîêàçûâàëè ëåììó 1.) Äëÿ ÷èñåë ñî÷åòàíèé åñòü àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå:

(k + 1)d
(n
d

)
=

d∑
i=0

ki
(n
i

)(n− i

d− i

)

Âåñíîé áûë ñäåëàí äîêëàä â øêîëå ïî äàííîé òåìå. Íåñêîëüêî ïîçæå Ñïèâàê À. Â. ïðèâåë äðóãîå äîêàçà-
òåëüñòâî ðàññìîòðåííûõ òåîðåì è ïîçíàêîìèë ñ íèì íà ëåêöèè ñâîèõ ó÷åíèêîâ. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî
ïðèìåíèòü íå òîëüêî ê ðàññìîòðåííûì ÷àñòíûì ñëó÷àÿì òàáëèö Êîíâåÿ, à òàêæå è ê äðóãèì çàäà÷àì òà-
êîãî ðîäà. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî â äàëüíåéøåì âûÿâèòü êàêèå-íèáóäü èíòåðåñíûå çàêîíîìåðíîñòè äëÿ
äðóãèõ ìíîæåñòâ S (äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûäåëåíèÿ åäèíèö â òàáëèöå), ïîýòîìó â äàííîé ñòàòüå
Âîëãèí Àíäðåé îôîðìèë èäåþ ýòîãî ïîñëåäíåãî äîêàçàòåëüñòâà â áîëåå ñòðîãèé âèä.
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