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Îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ.
Âûïóêëîå òåëî - çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî â R3.
Ãëàäêîå òåëî - òåëî, â êàæäîé òî÷êå ãðàíèöû êîòîðîãî ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííàÿ îïîðíàÿ ïëîñêîñòü.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Âñå ïëîñêèå ñå÷åíèÿ âûïóêëîãî ãëàäêîãî òåëà
ïîäîáíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òåëî � øàð.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî èçâåñòíûõ óòâåðæäåíèé âûïóêëîé ãåîìåòðèè è
òîïîëîãèè, ñõîæèõ ñ îñíîâíîé òåîðåìîé [4, 5]. Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå èç
íèõ.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè âñå ñå÷åíèÿ âûïóêëîãî òåëà - ýëëèïñû, òî òå-
ëî � ýëëèïñîèä.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè âñå ñå÷åíèÿ âûïóêëîãî òåëà èìåþò öåíòð
ñèììåòðèè, òî òåëî � ýëëèïñîèä.

Âåçäå äàëåå ïîä òåëîì ïîäðàçóìèâàåòñÿ âûïóêëîå ãëàäêîå òåëî. Îñíîâ-
íàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òðåõ âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, êî-
òîðûå ìû áóäåì äîêàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíî.

Òåëî ïîñòîÿííîé øèðèíû - òåëî, ó êîòîðîãî ëþáûå äâå ïàðàëëåëüíûå
îïîðíûå ïëîñêîñòè óäàëåíû íà îäèíàêîâîå ðàñcòîÿíèå.

Äèàìåòð òåëà - îòðåçîê ìàêñèìàëüíîé äëèíû, ñîäåðæàùèéñÿ â òåëå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè âñå ñå÷åíèÿ òåëà ïîäîáíû, òî òåëî ÿâëÿåòñÿ
òåëîì ïîñòîÿííîé øèðèíû.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè âñå ñå÷åíèÿ òåëà ïîñòîÿííîé øèðèíû ïîäîá-
íû, òî âñå ñå÷åíèÿ ýòîãî òåëà � ìíîæåñòâà ïîñòîÿííîé øèðèíû.

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè âñå ñå÷åíèÿ òåëà ïîñòîÿííîé øèðèíû ïîäîá-
íû è ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè ïîñòîÿííîé øèðèíû, òî òåëî � øàð.

Ñàìûì ñëîæíûì â äîêàçàòåëüñòâå ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåíèå 1. Ïðåäëîæå-
íèå 2 ñîäåðæèò ìíîãî òåõíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ. Ïðåäëîæåíèå 3 äîêàçûâàåòñÿ
ñ ïîìîùüþ èäåéíîé ÷àñòè è íåêîòîðîãî ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà.

1This paper is prepared under the supervision of V.Yu.Protasov and is submitted to a prize
of the Moscow Mathematical Conference of High-school Students. Readers are invited to send
their remarks and reports to mmks@mccme.ru.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1. Äîêàçûâàòü ïðåäëîæåíèå áóäåì
îò ïðîòèâíîãî. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ãëàäêîå âûïóêëîå òåëî
F íåïîñòîÿíîé øèðèíû, âñå ñå÷åíèÿ êîòîðîãî ïîäîáíû. Åñëè ó íåãî åñòü ñå-
÷åíèå, ÿâëÿþùååñÿ êðóãîì, òî òåëî � øàð [1], ïðîòèâîðå÷èå. Èíà÷å, íàéäåì
äâà íåïîäîáíûõ ìåæäó ñîáîé ñå÷åíèÿ F .

Îáîçíà÷èì çà d äëèíó äèàìåòðà òåëà F . Íàçîâåì òî÷êó M ýêñòðåìàëü-
íîé (M ∈ F), åñëè íà âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè F ñóùåñòâóåò òî÷êà M ′ òàêàÿ,
÷òî |MM ′| = d. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî íåýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê òåëà îò-
êðûòî, à ýêñòðåìàëüíûõ çàìêíóòî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êè X è Y ðåà-
ëèçóþò äèàìåòð (èëè äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíû), åñëè |XY | = d.

Ðàç F íå ÿâëÿåòñÿ òåëîì ïîñòîÿííîé øèðèíû, òî ñóùåñòâóåò ãðàíè÷íàÿ
íåýêñòðåìàëüíàÿ òî÷êà E ∈ F [4]. Ïðîâåäåì ÷åðåç E åäèíñòâåííóþ îïîðíóþ
ïëîñêîñòü tE òåëà F . Ðàññìîòðèì íàèáîëüøèé îòêðûòûé ñëîé òî÷åê òåëà
F , çàêëþ÷åííûé ìåæäó tE è íåêîòîðîé ïëîñêîñòüþ t0, ïàðàëëåëüíîé tE ,
âñå òî÷êè âíóòðè êîòîðîãî íåýêñòðåìàëüíûå. Ìíîæåñòâî íåýêñòðåìàëüíûõ
òî÷åê îòêðûòî. Çíà÷èò, íà t0 åñòü ýêñòðåìàëüíàÿ òî÷êà, ïóñòü ýòî òî÷êà A
(ðèñ. 1).

Ðèñ.1

Ðàññìîòðèì ëþáóþ òî÷êó B, äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíóþ òî÷êå A.
Ïðîâåäåì ÷åðåç ïðÿìóþ AB äâå ïëîñêîñòè ω1 è ω2, èìåþùèå íåïóñòîå è
íåòî÷å÷íîå ïåðåñå÷åíèå ñ Ψ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì íà ñå÷åíèè òåëà ïëîñ-
êîñòüþ t0 äâå òî÷êè C1 è C2. Çà ω1 ïîëîæèì ïëîñêîñòü (ABC1), çà ω2 -
ïëîñêîñòü (ABC2). Åñëè òî÷êè A,B, C1, C2 ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, çà ω1

è ω2 âîçüìåì ïëîñêîñòü ABC1 ñ äâóìÿ ðàçíûìè îðèåíòàöèÿìè. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Ω ìíîæåñòâî òî÷åê F , ëåæàùèõ âíóòðè îáúåäèíåíèÿ äâóõ äâóãðàííûõ
óãëîâ, îáðàçîâàííûõ ïëîñêîñòÿìè ω1 è ω2 (èìååòñÿ ââèäó äâóãðàííûé óãîë,
âíóòè êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ïîñòðîåííûé òðåóãîëüíèê AC1C2 è âåðòèêàëü-
íûé åìó). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñåêóùóþ ïëîñêîñòü ω, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç AB è ëåæàùóþ âíóòðè äâóãðàííîãî óãëà ω1ω2. Íà âûïóêëîé ïîâåðõ-
íîñòè òåëà, ω ïåðåñåêàåò t0 â òî÷êàõ A è íåêîòîðîé òî÷êå C. Òîãäà îäíà èç
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÷àñòåé ãðàíèöû ñå÷åíèÿ òåëà ïëîñêîñòüþ ω, çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó A è C, íå
áóäåò ñîäåðæàòü ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê (ðèñ. 2).

Ðèñ.2

Çàìåòèì, ÷òî äèàìåòð ëþáîãî ñå÷åíèÿ F , ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç AB, ðà-
âåí d. Çíà÷èò, âñå ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç AB ðàâíû. Ïóñòü ∠ω1ω = α.
×åðåç P(D) îáîçíà÷èì òî÷êó íà ñå÷åíèè ω1, ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êå D íà
ñå÷åíèè ω (ðèñ. 3). ×åðåç P−1(D,α), ãäå D ∈ ω1, îáîçíà÷èì òî÷êó D−1 íà
ω òàêóþ, ÷òî P(D−1) = D (ðèñ. 4). Èíûìè ñëîâàìè, ðàññìàòðèâàÿ P(D),
ìû ñëåäèì çà ïóòåì òî÷êè D ïðè âðàùåíèè ω îò ω1 ê ω2. Åñëè íà ñå÷åíèå
F åñòü òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå D, áóäåì ñ÷èòàòü P−1(D′, α) è P(D′) îòîá-
ðàæåíèåì èç êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè D′ ñèììåòðè÷íûõ òî÷åê òî÷êå D â
ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ðèñ.3, 4

Â ñèëó âûïóêëîñòè òåëà, ôóíêöèè P è P−1 íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå
òî÷åê Ω [2, 3, 4]. Îòìåòèì âñå òî÷êè T òàêèå, ÷òî P(T ) = A. Ïîëó÷èì
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íåêîòîðóþ êðèâóþ îáðàçîâ òî÷êè A, íà÷èíàþùóþñÿ â íåé ñàìîé. Ýòà êðè-
âàÿ çàâåäîìî íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ìíîæåñòâîì Ψ, òàê êàê ëþáàÿ òî÷êà
ýòîé êðèâîé ðåàëèçóåò äèàìåòð. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ýòà êðèâàÿ âûéäåò
èç A, òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè P, â A ïîïàäåò òî÷êà, íå ðåà-
ëèçóþùàÿ äèàìåòð íà ñå÷åíèè ω1. Âñå ñå÷åíèÿ ðàâíû, çíà÷èò, îáðàç ýòîé
òî÷êè íå ðåàëèçóåò äèàìåòð, íàõîäÿñü è â òî÷êå A, ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì
îáðàçîì,P−1(A,α) = A äëÿ ëþáîãî óãëà α.

Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, åñëè ìû íà÷íåì "âðàùàòü"ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ âî-
êðóã ïðÿìîé AB îò ω1 ê ω2, ñå÷åíèå áóäåò íåïðåðûâíî âðàùàòüñÿ, à îáðàçû
òî÷êè A áóäóò ñòîÿòü íà ìåñòå.

Ïóñòü γ - êðèâàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ìíîæåñòâîì òî÷åê T òàêèõ, ÷òî P(T ) =
B. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: êîãäà γ ÿâëÿåòñÿ êðèâîé íà âûïóêëîé îáîëî÷êå
F è âòîðîé � êîãäà γ = B.

I ñëó÷àé. Ðàññìîòðèì ó÷àñòîê γ′ êðèâîé γ, íà êîòîðîì γ íå èìååò ñàìî-
ïåðåñå÷åíèé. γ′ âûõîäèò èç B è ëèáî îïÿòü ïðèõîäèò â B, ëèáî ïðèõîäèò â
íåêîòîðóþ òî÷êó B′ íà ñå÷åíèè ω2. Â ïåðâîì ñëó÷àå, γ′ îãðàíè÷èâàåò ÷àñòü
âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè F . Èç íåïðåðûâíîñòè, îáðàçîì ëþáîé òî÷êè èç ýòîãî
ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ òî÷êà B íà íåêîòðîì ñîîòâåòñâóþùåì ñå÷åíèè. Çíà÷èò,
ëþáàÿ èç ýòèõ òî÷åê ðåàëèçóåò äèàìåòð ñ òî÷êîé A. Ñëåäîâàòåëüíî, γ′ îãðà-
íè÷èâàåò ÷àñòü ïîâåðõíîñòè ñôåðû, ñ öåíòðîì â A è ðàäèóñîì d (ðèñ. 5).
Ïðîâåäåì ñå÷åíèå ýòîé ñôåðû, íàõîäÿùååñÿ âíóòðè γ′ (γ′ îãðàíè÷èâàåò íà
âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè F íåêîòîðîå îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî). Ïîëó-
÷åííîå ñå÷åíèå � êðóã. Âñå ñå÷åíèÿ ïîäîáíû, çíà÷èò F � ñôåðà [1]. Ïðî-
òèâîðå÷èå. Åñëè γ íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé, òî çà γ′ ïîëîæèì γ + ÷àñòü
âíåøíåé ãðàíèöû ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòüþ ω2, îãðàíè÷åííóþ òî÷êàìè B è B′,
ïðè ýòîì ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî íå èçìåíèòñÿ.

Ðèñ.5

II ñëó÷àé. Åñëè γ = B, òî Ω îáúåäèíåíèå ÷àñòåé äâóõ ïîâåðõíîñòåé
âðàùåíèÿ ñ îñüþ AB. Åñëè ïðîâåñòè ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà AB ñå÷åíèå
ïåðïåíäèêóëÿðíîå AB, òî ïåðåñå÷åíèå ýòîãî ñå÷åíèÿ ñ ìíîæåñòâîì Ω íà
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âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè òåëà áóäåò îáúåäèíåíèåì äâóõ äóã îêðóæíîñòåé.
Ðàññìîòðèì îäíó èç íèõ. Îòìåòèì ýòó äóãó íà ñå÷åíèè ω1 (âñå ñå÷åíèÿ ïî
ïðåäïîëîæåíèþ ïîäîáíû), ïóñòü ýòî äóãà ϕ1. Íà ñå÷åíèè ω2 � äóãà ϕ2. Òîãäà
÷àñòü ïîëó÷åííîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó ϕ1 è ϕ2, � êó-
ñîê òîðà (ðèñ. 6), ó êîòîðîãî ëåãêî íàõîäÿòñÿ äâà íåïîäîáíûõ ñå÷åíèÿ. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü äâå òî÷êè, ëåæàùèå â îäíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå îò-
íîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ñèììåòðèè òîðà, è ëåæàùèå â îäíîé
ïëîñêîñòè ñ îñüþ ñèììåòðèè òîðà. ×åðåç äâå ïîëó÷åííûå òî÷êè ïðîâåñòè
êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè è ïðîñå÷ü òîð äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè
äâóì ïîëó÷åííûì (ðèñ. 7). Ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè òîð âûðîæäàåòñÿ â ñôåðó,
òî ïðîâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî, àíàëîãè÷íîå I ñëó÷àþ. Åñëè òîð âûðîæäàåò-
ñÿ â âûïóêëóþ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ, òî ó íåå àíàëîãè÷íî òîðó íàõîäÿòñÿ
äâà íåïîäîáíûõ ñå÷åíèÿ.

Ðèñ.6, 7

Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, çíà÷èò, òàêîãî òåëà F íå ñóùåñòâóåò.

¤

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2. Ýòî ïðåäëîæåíèå òàêæå äîêà-
æåì îò ïðîòèâíîãî. Áóäåì íàõîäèòü íà íåêîòîðûõ ñå÷åíèÿõ äâå âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè ñèììåòðèè è, ññûëàÿñü íà óòâåðæäåíèå 2, ïðèõî-
äèòü ê âûâîäó, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå íàìè òåëî - ýëëèïñîèä (íî íå øàð), ó
êîòîðîãî ëåãêî íàéòè äâà íåïîäîáíûõ ñå÷åíèÿ.

Âåçäå äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî îáðàòíîå, çà ζX áóäåì îáîçíà÷àòü ìíî-
æåñòâî ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê íà îãîâîðåííîì ñå÷åíèè, ñâÿçíûõ ñ íåêîòîðîé
ýêñòðåìàëüíîé òî÷êîé X ýòîãî ñå÷åíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òåëî F ïîñòîÿííîé øèðèíû, âñå ñå÷å-
íèÿ êîòîðîãî ïîäîáíû, íî íå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè ïîñòîÿííîé øèðèíû.
Ðàññìîòðèì äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè A è B íà F , ðåàëèçóþùèå äèàìåòð.
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Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñå÷åíèå ω′ òåëà F , ïðîõîäÿùåå ÷åðåç AB. Ðàñ-
ñìîòðèì ìíîæåñòâî ζ ′ ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê íà ω′, ñâÿçíûõ ñ A (ζ ′ = ζA′).
Ïðîâåäåì ÷åðåç AB íåêîòîðîå ñå÷åíèå F � ω è çàêðåïèì åãî. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî ζ ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê íà ω, ñâÿçíûõ ñ A (ζ = ζA). Àíàëîãè÷íî,
êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ P(ζ). Äîêàæåì, ÷òî
P(ζ ′) = ζ (ðèñ.8). Íà÷íåì íåïðåðûâíî âðàùàòü ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ âîêðóã
AB. Âñå ñå÷åíèÿ ïîäîáíû è èìåþò îäèíàêîâûé äèàìåòð, çíà÷èò, îíè ðàâ-
íû. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó âûïóêëîñòè F , ïðè ïîâîðîòå ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ
âîêðóã AB, ñàìî ñå÷åíèå òåëà áóäåò ñîâåðøàòü íåïðåðûâíîå äâèæåíèå. Â
òî÷êå A ìîæåò îêàçàòüñÿ òîëüêî íåêîòîðàÿ òî÷êà M , ðåàëèçóþùàÿ äèàìåòð
íà ñå÷åíèè ωM . Çíà÷èò, P(M) ∈ ζ. Òàêèì îáðàçîì, P (ζ ′) = ζ.

Ðèñ.8

Ïðè îáðàùåíèè ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ âîêðóã AB íà π, ñå÷åíèå ïåðåéäåò â
ñåáÿ. Ïðè ýòîì, ñå÷åíèå ïîìåíÿåò îðèåíòàöèþ â ñèëó òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî
ζ ïåðåéäåò â ñåáÿ (ðèñ.9). Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò îñü ñèììåòðèè ñå÷åíèÿ ω,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ìíîæåñòâî ζ. Ïóñòü â ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ ω ýòî íåêîòîðàÿ
ïðÿìàÿ l1.

Ðèñ.9
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Íàéäåì åùå îäíó îñü ñèììåòðèè ñå÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñà-
ìîíåïåðåñåêàþùóþñÿ ãðàíè÷íóþ êðèâóþ η êîíå÷íîé äëèíû íà F , ñîåäè-
íÿþùóþ òî÷êè A è B. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ l â ïëîñêîñòè
ñå÷åíèÿ ω. Êàæäîé òî÷êå A′ ∈ η ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñå÷åíèå O(A′),
ïðîõîäÿùåå ÷åðåç A′, òî÷êó B′, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò äèàìåòð ñ òî÷êîé A′,
è ïàðàëëåëüíîå ïðÿìîé l. Ïðÿìóþ, ëåæàùóþ â ïëîñêîñòè áóäåì ñ÷èòàòü
ïàðàëëåëüíîé ýòîé ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ζA′ ýêñòðåìàëüíûõ
òî÷åê íà O(A′), ñâÿçíûõ ñ A′ (ðèñ.10).

Ðèñ.10

Â ñèëó âûïóêëîñòè F , åñëè ìû íà÷íåì äâèãàòü íåêîòîðóþ òî÷êó T ïî
η, ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ O(T ) áóäåò ñîâåðøàòü íåïðåðûâíîå äâèæåíèå. Òàêèì
îáðàçîì, P(ζA′) = ζ. Ïóñòü ζB - ìíîæåñòâî ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê íà ω, ñâÿ-
çàííûõ ñ B. Òîãäà P(ζB) = ζ. Çíà÷èò, ñå÷åíèå ω èëè èìååò öåíòð ñèììåò-
ðèè, èëè èìååò îñü ñèììåòðèè, íå ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ζ. Åñëè ñå÷åíèå èìååò
öåíòð ñèììåòðèè, òî òåëî � ýëëèïñîèä. Åñëè ñå÷åíèå èìååò îñü ñèììåòðèè,
òî â ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ ω íàçîâåì åå ïðÿìîé l2. Çàìåòèì, ÷òî äâå ïðÿìûå
ñèììåòðèè l1 è l2 íå ñîâïàäàþò.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà ζA è ζB ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê íà ñå÷åíèè ω, ñâÿ-
çàííûõ ñ A è B ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü êðàéíèå òî÷êè ζA � òî÷êè SA è NA,
êðàéíèå òî÷êè ζB � òî÷êè SB è NB (òî÷êè SA è SB ëåæàò â îäíîé ïîëóïëîñ-
êîñòè îòíîñèòåëüíî l1). Ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî l1, òî÷êà SA ïåðåéäåò
â òî÷êó NA, ñëåäîâàòåëüíî, SANA ïåðïåíäèêóëÿðíî l1. Àíàëîãè÷íî, SBNB

ïåðïåíäèêóëÿðíî l1, ñëåäîâàòåëüíî, SANA ‖ SBNB . Ïðè ñèììåòðèè îòíîñè-
òåëüíî l2, ïðÿìàÿ SANA ïåðåéäåò â ïðÿìóþ SBNB , ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìûå
SANA, SBNB è l2, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. SANA ‖ SBNB , çíà÷èò,
l2 ‖ SANA. Òàêèì îáðàçîì, l1 ïåðïåíäèêóëÿðíî l2, ñëåäîâàòåëüíî, ñå÷åíèå
ω èìååò öåíòð ñèììåòðèè.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ñå÷åíèÿ èìåþò öåíòð ñèììåòðèè, çíà÷èò, F � ýëëèï-
ñîèä. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñå÷åíèå ýòîãî ýëëèïñîèäà, ýòî � ýëëèïñ.
Îí èìååò òîëüêî îäíó ïàðó òî÷åê, ðåàëèçóþùèõ äèàìåòð (ãëàâíàÿ äèàãî-
íàëü ýëëèïñà). Ðàññìîòðèì äâå òî÷êè ïîëó÷åííîãî ýëëèïñîèäà, ðåàëèçóþ-
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ùèå äèàìåòð � A è B. AB � ãëàâíàÿ äèàãîíàëü ëþáîãî ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî
÷åðåç ýòîò îòðåçîê (ýòî ñå÷åíèå � ýëëèïñ), çíà÷èò, ýëëèïñîèä åñòü ýëëèïñîèä
âðàùåíèÿ. Ó ëþáîãî òåëà âðàùåíèÿ åñòü êðóãëîå ñå÷åíèå, ñëåäîâàòåëüíî,
F � øàð. Ïðîòèâîðå÷èå.

¤

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ïðåä-
ëîæåíèÿ, ïîêàæåì, ÷òî ëþáîå ñå÷åíèå òåëà ÿâëÿåòñÿ êðóãîì, à, çíà÷èò, âñå
òåëî � øàð. Íåêîòîðûå ôàêòû, ñâÿçàííûå ñ òåëàìè è ìíîæåñòâàìè ïîñòî-
ÿííîé øèðèíû, ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü, ññûëàÿñü íà [4]. Ñíîâà íàçîâåì
ðàññìàòðèâàåìîå íàìè òåëî òåëîì F . Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ñëåäóþ-
ùóþ ëåììó.

Ëåììà 1. Ñå÷åíèå íåêîòîðîãî òåëà ïîñòîÿííîé øèðèíû ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì ïîñòîÿííîé øèðèíû. Äèàìåòð ñå÷åíèÿ ðàâåí äèàìåòðó òå-
ëà. Òîãäà îïîðíàÿ ïëîñêîñòü òåëà, ïðîâåäåííàÿ â ëþáîé ãðàíè÷íîé òî÷êå
ñå÷åíèÿ, áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ. Êðîìå ýòîãî, âòîðàÿ
ïàðàëëåëüíàÿ åé îïîðíàÿ ïëîñêîñòü áóäåò èìåòü ñ ñå÷åíèåì îáùóþ òî÷êó.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó A íåêîòî-
ðîãî ñå÷åíèÿ ïîñòîÿííîé øèðèíû ψ. Âîçüìåì íà ψ òî÷êó A′, ðåàëèçóþùóþ
äèàìåòð ñ A. AA′ � îòðåçîê, ðåàëèçóþùèé äèàìåòð â òåëå F , çíà÷èò, îáå
îïîðíûå ïëîñêîñòè tA è tA′ òåëà, ïðîâåäåííûå â òî÷êàõ A è A′, ïàðàëëåëüíû
äðóã äðóãó è ïåðïåíäèêóëÿðíû ψ. Êðîìå ýòîãî, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî îïîðíàÿ
ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ îïîðíîé ïëîñêîñòè tA, îáÿçàíà èìåòü îáùóþ òî÷-
êó ñ ψ � òî÷êó A′. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî äâå îïîðíûå
ïëîñêîñòè òåëà, ïàðàëëåëüíûå äàííîé ïëîñêîñòè. Ëåììà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñå÷åíèå λ òåëà F â ïëîñêîñòè êîòîðîãî íàõî-
äèòñÿ íåêîòîðûé îòðåçîê, ðåàëèçóþùèé äèàìåòð. Òîãäà ïî ëåììå 1, ëþáàÿ
îïîðíàÿ ïëîñêîñòü òåëà F , ïðîâåäåííàÿ â ïðîèçâîëüíîé ãðàíè÷íîé òî÷êå
ñå÷åíèÿ λ, áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ λ. Ðàññìîòðèì äâå
îïîðíûå ïëîñêîñòè tλ+ è tλ− òåëà F , ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ λ.
Ïóñòü tλ+ è tλ− êàñàþòñÿ F â òî÷êàõ A+ è A− ñîîòâåòñòâåííî. Ðàç F � òåëî
ïîñòîÿííîé øèðèíû, òî A+A− � äèàìåòð F .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó C íà λ. Ïëîñêîñòü A+A−C âûñåêàåò
íåêîòîðîå ñå÷åíèå ω. Ïóñòü âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèö ñå÷åíèé ω
è λ � òî÷êà D. Ïðîâåäåì îïîðíóþ ïëîñêîñòü tC ÷åðåç òî÷êó C. Ïðîâåäåì
âòîðóþ îïîðíóþ ïëîñêîñòü tC′ , ïàðàëëåëüíóþ ïëîñêîñòè tC . Ïî ëåììå 1, tC′
èìååò îáùóþ òî÷êó è ñ λ, è ñ ω. Ïëîñêîñòü tC′ èìååò òîëüêî îäíó îáùóþ
òî÷êó ñ F [4]. Çíà÷èò, ýòî òî÷êà D. Òàêèì îáðàçîì, îòðåçîê CD ðåàëèçóåò
äèàìåòð òåëà (ðèñ.11). Ïîëîæèì çà O òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ A+A− è λ. Òî÷êà
C áûëà âûáðàíà ïðîèçâîëüíî, çíà÷èò, ëþáîé îòðåçîê, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç O
â ïëîñêîñòè λ ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì.

Ëåììà 2. Äàíà ïëîñêàÿ çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ êðèâàÿ, îãðàíè÷èâàþ-
ùàÿ ïëîñêîå òåëî ïîñòîÿííîé øèðèíû. Ñóùåñòâóåò òî÷êà O òàêàÿ, ÷òî
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Ðèñ.11

ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íåå, âûñåêàåò íà ýòîì òåëå îòðåçîê, ðå-
àëèçóþùèé äèàìåòð. Òîãäà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ. Ðàññìîòðèì
êðèâóþ β ïîñòîÿííîé øèðèíû äëÿ êîòîðîé âåðíî óñëîâèå ëåììû 2. Ïóñòü
O � òàêàÿ òî÷êà, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íåå âûñåêàåò íà β
îòðåçîê, ðåàëèçóþùèé äèàìåòð. Èç íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ïðÿìàÿ l, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç O è ïåðåñåêàþùàÿ β â òî÷êàõ B−1 è B1 òàê,
÷òî B1O = B−1O. Ðàññìîòðèì îäíó èç ïîëóïëîñêîñòåé îòíîñèòåëüíî l, â
êîòîðîé ëåæèò ïîëîâèíà êðèâîé β � êðèâàÿ β′. Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò.
Çà îñü OX ïîëîæèì ïðÿìóþ l, çà îñü OY ïîëîæèì ïåðïåíäèêóëÿð ê l èç
òî÷êè O. Çà åäèíè÷íûé îòðåçîê ïîëîæèì îòðåçîê OB1. Òîãäà êðèâàÿ β′ çà-
äàåòñÿ íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé, âñþäó äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé y(x)
íà èíòåðâàëå (−1; 1). Ïåðïåíäèêóëÿð ê ëþáîé êàñàòåëüíîé ãðàôèêà ôóíê-
öèè y(x) èç òî÷êè êàñàíèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó O òàê êàê ýòà ïðÿìàÿ áóäåò
âûñåêàòü äèàìåòð êðèâîé β [4]. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó T íà ãðà-
ôèêå ôóíêöèè ñ êîîðäèíàòàìè (x1; y(x1)). Òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ïðÿìîé OT

ðàâåí y(x1)
x1

. Òàíãåíñ íàêëîíà êàñàòåëüíîé â òî÷êå T ðàâåí y′(x1). Ýòà êàñà-
òåëüíàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà OT . Çíà÷èò, tg ∠TOX = − 1

y′(x1)
(ðèñ.12). Òàêèì

îáðàçîì,
x

y(x)
= −y′(x)

Â ñèëó âûïóêëîñòè ôóíêöèè, −x = y(x)y′(x). Çàìåòèì, ÷òî (y2)′ = 2yy′.
Ñëåäîâàòåëüíî, −2x = (y2(x))′. Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ïî x. Ïîëó÷àåì:
c − x2 = y2(x), ÷òî ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ, çíà÷èò, β′ � ïîëóîêðóæíîñòü
ñ öåíòðîì â O è ðàäèóñîì OB1. Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ïðîâîäèì äëÿ
âòîðîé ÷àñòè êðèâîé β. Òàêèì îáðàçîì, β � îêðóæíîñòü. Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî ãðàíèöà ìíîæåñòâà òî÷åê ñå÷åíèÿ λ � îêðóæ-
íîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ñå÷åíèå λ � êðóã, ñîøëåìñÿ íà [1] è ïîëó÷èì, ÷òî F
� øàð.

¤
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Ðèñ.12

Èç ïðåäëîæåíèé 1-3 î÷åâèäíî ñëåäóåò îñíîâíàÿ òåîðåìà.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Â.Þ.Ïðîòàñîâó
çà ïîìîùü è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, ó÷èòåëÿì À.Á.Ñêîïåíêîâó,
Ì.À.Âîë÷êåâè÷ó è À.À.Çàñëàâñêîìó çà öåííûå çàìå÷àíèÿ, ó÷àñòíèêàì íà-
ó÷íîãî ñåìèíàðà êàôåäðû ÎÏÓ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ô-òa ÌÃÓ ïîä
ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Â.Ì.Òèõîìîðîâà çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.
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