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Ðàáîòà ðàññ÷èòàíà íà 2 ÷àñà.

Ïîëüçîâàòüñÿ êàëüêóëÿòîðîì ïðè âûïîëíåíèè ðàáîòû çàïðåùåíî.

Âñå ÷èñëîâûå îòâåòû äîëæíû áûòü òî÷íûìè èëè äàíû ñ òðåìÿ çíà÷àùèìè öèô-

ðàìè, åñëè â çàäàíèè íå óêàçàíî îáðàòíîå.

Ìàêñèìàëüíûé áàëë çà ýòó ÷àñòü ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 120 áàëëîâ.

Âåðíûé îòâåò íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì óñëîâèåì ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî áàë-

ëà çà çàäàíèå. Îòâåòû äîëæíû áûòü ïîäêðåïëåíû ðåøåíèÿìè è ïîÿñíåíèÿìè. Â ñëó-

÷àå íåâåðíîãî îòâåòà çà çàäàíèå ìîæíî ïîëó÷èòü íåêîòîðûå áàëëû â ñëó÷àå íàëè÷èÿ

â ðàáîòå âåðíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó ðåêîìåíäóåòñÿ çàïèñûâàòü òåêñòû ðå-

øåíèÿ ïîëíîñòüþ.

Çàäà÷à 1 (6 áàëëîâ). Ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé çàäàåò òðè ïëîñêîñòè â ïðî-
ñòðàíñòâå.

x+ 3y + z = −1

x+ 2y − 2z = 15

2x+ y − z = 6

Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ ïëîñêîñòåé.

Çàäà÷à 2 (5 áàëëîâ). Ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà êàê f(x) =
3x+ 2

x+ 1
, x ∈ R, x 6= −1.

Ïîñòðîéòå ãðàôèê y = f(x), ÷åòêî îòìåòèâ è óêàçàâ óðàâíåíèÿ âñåõ àñèìïòîò è
êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè.
Çàäà÷à 3 (5 áàëëîâ).

à) (1 áàëë) Ïîêàæèòå, ÷òî ctgα = tg
(
π
2
− α

)
ïðè 0 < α < π

2
.

á) (4 áàëëà) Ïîëüçóÿñü ýòèì, íàéäèòå
ctgα∫
tgα

1

1 + x2
, 0 < α < π

2
.

Çàäà÷à 4 (6 áàëëîâ). Ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà êàê f(x) = ax2 + bx+ c, ãäå a, b, c ∈ R.

Õåéëè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
=
f ′(x1) + f ′(x2)

2
, x1 6= x2.

Ïîêàæèòå, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå Õåéëè âåðíî.
Çàäà÷à 5 (8 áàëëîâ). Íåïðàâèëüíàÿ ìîíåòà ïîäáðàñûâàåòñÿ ïÿòü ðàç. Âåðîÿòíîñòü
âûïàäåíèÿ îðëà ïðè îäíîì áðîñêå ðàâíà p. Ïóñòü X � êîëè÷åñòâî âûïàâøèõ îðëîâ.

à) (2 áàëëà) Âûðàçèòå ÷åðåç p âåðîÿòíîñòü P (X = 4).
á) (6 áàëëîâ) Îïðåäåëèòå çíà÷åíèå p, äëÿ êîòîðîãî çíà÷åíèå P (X = 4) ïðèíèìà-
åò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.
Äëÿ ýòîãî çíà÷åíèÿ p îïðåäåëèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà âûïàâøèõ
îðëîâ.

Çàäà÷à 6 (8 áàëëîâ). Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå (1 + x)n ïî ñòåïåíÿì x â ïîðÿäêå âîç-
ðàñòàíèÿ ñòåïåíåé ïðè n > 3.

à) (2 áàëëà) Íàïèøèòå ïåðâûå ÷åòûðå ñëàãàåìûõ â ýòîì ðàçëîæåíèè.
Êîýôôèöèåíòû âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ñëàãàåìîãî â ýòîì ðàçëîæåíèè ÿâ-
ëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ÷ëåíàìè àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
á) (6 áàëëîâ) Ïîêàæèòå, ÷òî n3 − 9n2 + 14n = 0.
Ïîëüçóÿñü ýòèì, íàéäèòå çíà÷åíèå n.
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Çàäà÷à 7 (6 áàëëîâ). A è B � íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ, òàêèå ÷òî P (A) = P (B) = p,
p 6= 0.

à) (2 áàëëà) Ïîêàæèòå, ÷òî P (A ∪B) = 2p− p2.
á) (4 áàëëà) Íàéäèòå P (A|A ∪B) â ïðîñòåéøåì âèäå.

Çàäà÷à 8 (8 áàëëîâ). Èñïîëüçóÿ ìàòåìàòè÷åñêóþ èíäóêöèþ, äîêàæèòå, ÷òî n(n2 + 5)
äåëèòñÿ íà 6 ïðè âñåõ n ∈ N.
Çàäà÷à 9 (8 áàëëîâ). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

√
3− 1

sinx
+

√
3 + 1

cosx
= 4
√

2, 0 < x <
π

2
.

Èçâåñòíî, ÷òî sin
( π

12

)
=

√
6−
√

2

4
, cos

( π
12

)
=

√
6 +
√

2

4
.

à) (3 áàëëà) Ïðîâåðüòå, ÷òî x =
π

12
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ.

á) (5 áàëëîâ) Ïîëüçóÿñü ýòèì, íàéäèòå âñå îñòàëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ, óäîâëå-

òâîðÿþùèå óñëîâèþ 0 < x <
π

2
.

Çàäà÷à 10 (18 áàëëîâ). Ïðÿìàÿ L çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
x− 2

p
=

y − q
2

= z − 1, ãäå

p, q ∈ R.
Ïëîñêîñòü Π çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x+ y + 3z = 9.
à) (3 áàëëà) Ïîêàæèòå, ÷òî L íå ïåðïåíäèêóëÿðíà Π.
á) (4 áàëëà) Íàéäèòå çíà÷åíèÿ p è q, ïðè êîòîðûõ L ëåæèò â ïëîñêîñòè Π.
Ðàññìîòðèì äðóãîé ñëó÷àé, êîãäà îñòðûé óãîë ìåæäó L è Π ðàâåí θ, ãäå

θ = arcsin

(
1√
11

)
.

â) (11 áàëëîâ) Ïîêàæèòå, ÷òî p = −2.
Íàéäèòå çíà÷åíèå q, åñëè L ïåðåñåêàåò Π ïðè z = −1.

Çàäà÷à 11 (8 áàëëîâ). Íà ãðàôèêå èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü x = 3 cos 2y+4, 0 6 y 6 π.

Êðèâóþ ïîâåðíóëè íà 360◦ âîêðóã îñè Oy è ïîëó÷èëè òåëî âðàùåíèÿ.
à) (3 áàëëà) Íàéäèòå îáúåì ïîëó÷èâøåãîñÿ òåëà âðàùåíèÿ.
Ñîñóä òàêîé ôîðìû âûïîëíåí ñ öåëüíûì îñíîâàíèåì äèàìåòðîì 14 ñì. Åãî íà-
ïîëíÿþò âîäîé ñî ñêîðîñòüþ 2 ñì3/ìèí. Â ìîìåíò âðåìåíè t ìèíóò âûñîòà óðîâíÿ
âîäû ñîñòàâëÿåò h ñì, 0 6 h 6 π, à îáúåì âîäû â ñîñóäå � V ñì3.
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á) (4 áàëëà) Íàéäèòå
dh

dt
, åñëè èçâåñòíî, ÷òî

dV

dh
= π(3 cos 2h+ 4)2.

Íàéäèòå
dh

dt
ïðè h =

π

4
.

â) (7 áàëëîâ) Íàéäèòå
d2h

dt2
.

Íàéäèòå çíà÷åíèå h, ïðè êîòîðîì
d2h

dt2
= 0.

Ïðîèíòåðïðåòèðóéòå
dh

dt
ïðè íàéäåííîì çíà÷åíèè h, èñïîëüçóÿ ôîðìó ñîñóäà.

Çàäà÷à 12 (23 áàëëà). Ïóñòü w = cos
2π

7
+ i sin

2π

7
.

à) (3 áàëëà) Ïðîâåðüòå, ÷òî w ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ z7 − 1 = 0, z ∈ C.
á) (3 áàëëà) Óïðîñòèòå âûðàæåíèå (w − 1)(1 + w + w2 + w3 + w4 + w5 + w6).
Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî 1 + w + w2 + w3 + w4 + w5 + w6 = 0.
â) (3 áàëëà) Âûðàçèòå êîðíè óðàâíåíèÿ z7 − 1 = 0, z ∈ C ÷åðåç w è îòìåòüòå èõ
íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Ðàññìîòðèì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå z2 + bz+ c = 0, ãäå b, c ∈ R, z ∈ C. Ïóñòü êîðíè
ýòîãî óðàâíåíèÿ α è α∗, ãäå α∗ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ê α ÷èñëî.
ã) (10 áàëëîâ) Èçâåñòíî, ÷òî α = w+w2 +w4. Äîêàæèòå, ÷òî α∗ = w6 +w5 +w3.
Íàéäèòå çíà÷åíèÿ b è c.
ä) (4 áàëëà) Äëÿ íàéäåííûõ çíà÷åíèé b è c íàéäèòå ìíèìóþ ÷àñòü α, îòâåò çà-
ïèøèòå â âèäå èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà.
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