Д.Э. Шноль, А.И. Сгибнев
Элементы исследования на уроке и на кружке
Если понимать под исследовательской деятельностью ситуацию, когда ребёнок самостоятельно ставит вопросы и двигается в теме, то вполне средний ученик может в очень простых ситуациях успешно исследовать математические объекты.

Мы расскажем о том, как можно в некоторые темы алгебры и геометрии 7-9 класса естественным образом добавить элементы самостоятельного исследования. В зависимости от класса количество исследовательского материала разное, но даже в слабом классе иногда можно давать такие задачи.

Дробно-линейные функции
Интересная педагогическая задача – как поменьше объяснять на уроке, чтобы дети сами до всего доходили. Проще всего дать последовательность задач. Если после четырёх задач кто-то скажет: «Всё понятно, всегда будет так», то всё получилось.
Например, пусть мы научили детей строить графики функций вида 


[image: image33.emf],

а теперь хотим, чтобы графики дробно-линейных функций научились строить сами. Дадим такую серию задач:
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(Пусть это даже простой класс, который не умеет делить многочлены уголком.)

Большой шаг происходит в задаче 3) – надо догадаться «руками» прибавить к числителю 1 и вычесть.

Если серия задач решена успешно, то теперь, какую бы мы функцию не написали, школьники всё сделают. Т.е. по сути сами научатся строить график функции общего вида: 
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. Хотя при этом про общий вид можно даже не говорить.

После этого интересно дать «обратную» задачу: как по графику определить дробно-линейную функцию? Вот пример:

[image: image7.png]S




Полезно заметить, что у функции 4 коэффициента, но при этом для её восстановления на чертеже достаточно трёх параметров (в данном случае уравнения двух асимптот и прохождение графика через точку (0, 0)). Полезно обсудить, почему это так: на самом деле в дроби три параметра, так как можно разделить на коэффициент c числитель и знаменатель. 

Между делом дети привыкают решать все сложные задачи упрощением, частными случаями.

Четырёхугольники

1. Признаки параллелограмма. Итоговое занятие по теме «Параллелограмм» можно провести следующим образом. В начале урока сформулируем известные нам три признака параллелограмма (на языке чертежей; две палочки означают параллельность сторон):
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А теперь попросим детей придумывать другие признаки. Возникает мысль: давайте-ка наберём элементы от разных признаков и посмотрим. Все высказывают смелые, возможно неправильные, предположения. Картинки фиксируются учителем на доске. Примеры могут быть такие:
[image: image9.emf][image: image32.emf]
Далее начинаем последовательно проверять придуманные утверждения. В обычном классе это большая тема для разговора. Интрига в том, что заранее неизвестно, нужно доказывать или опровергать, и в ходе работы точка зрения может меняться. 
Нетрудно видеть, что признак 4) верен, так как сумма внутренних односторонних углов равна 180 градусам.  Признак 5) неверен, так как могут быть два треугольника с данными двумя сторонами и углом не между ними. Признак 6) легко доказать.
Самым трудным, как правило, оказывается проверка признака 7). Сильные дети могут предложить такое «доказательство». 

«Доказательство».

1. Рассмотрим четырехугольник АВСD, в котором АВ = CD и 
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С. Докажем, что этот четырехугольник является параллелограммом. 
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2. Проведем перпендикуляры ВЕ и DF. Треугольники АВЕ и CDF равны по гипотенузе и острому углу. Следовательно, ВЕ = DF и АЕ = FC.

3. Проведем диагональ ВD. Рассмотрим прямоугольные треугольники ВDЕ и ВDF. Они равны по катету и гипотенузе. Следовательно, ВF = DЕ. 

4. Так как АЕ = FC и ВF = DЕ, то АD = ВС. Значит, в четырехугольнике АВСD противоположные стороны равны и он является параллелограммом. 

После того, как его запишут на доске, можно эффектно предъявить контрпример к утверждению!
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Становится ясно, что надо искать ошибку в доказательстве! Надо честно пройти по его пунктам и посмотреть, какой из них нарушается для этого контрпримера. Оставим это читателю в качестве приятного упражнения (чтобы было легче, на чертеже оставлены буквы из доказательства).
2. Дельтоид
В конце темы «Четырёхугольники» можно посвятить 1-2 урока фигуре, которой нет в учебнике. На её примере дети самостоятельно отработают схему изучения свойств и признаков четырёхугольников, по которой раньше несколько раз проходили с учителем и учебником.
Рисуем чертёж:

[image: image14.emf]
Первый вопрос: дайте словесное определение.
К неудачным определениям учитель или другие ученики тут же рисуют контрпримеры. Скажем, «четырёхугольник, у которого есть две пары равных сторон» может быть таким: 
[image: image15.emf].

Когда получится математически верное определение, его ещё неплохо будет «причесать» с точки зрения русского языка. Например, неплохо такое определение: «это четырёхугольник, у которого две смежные стороны равны и две другие стороны равны» или: «одна из диагоналей разбивает его на равные треугольники»
После такой процедуры дети научатся ценить краткость и ясность определений из учебника.

Второй вопрос: найдите свойства дельтоида. Тут оказывается полезным для краткости речи ввести специальный термин для той диагонали, которая разделяет равные стороны, например, «главная» или «осевая» диагональ. 
Далее: придумайте признаки дельтоида. 
Ромб из семейства параллелограммов можно выделить так: параллелограмм с взаимно перпендикулярными сторонами. А как выделить ромб из семейства дельтоидов? И так далее.
3. Семейства шестиугольников
В конце темы с сильным классом интересно посмотреть на четырёхугольники с новой точки зрения. Выделим среди четырёхугольников следующие семейства:
1) параллелограммы,
2) равносторонние (ромб),
3) равноугольные (прямоугольники).
Как мы уже знаем, из 2) следует 1) и из 3) следует 1). Итак, равносторонность и равноугольность для четырёхугольника – это очень сильные свойства.
Теперь проделаем то же самое с шестиугольниками. Выделим семейства:
1) «параллелограммный шестиугольник» (противоположные стороны попарно параллельны)
2) равносторонние,

3) равноугольные.
Зададим вопрос: какие связи будут тут? 
Заметим, что если в равноугольном шестиугольнике продлить стороны до пересечения, то получатся два равносторонних треугольника. Отсюда сразу же следует «параллеграмность». С помощью этой же конструкции можно доказать соотношения между сторонами: a + b + c = c + d + e и так далее (стороны названы последовательно).
Стоит провести в параллелограммном шестиугольники главные диагонали, как получим равенство противоположных углов. Однако все углы могут быть не равны. Действительно, продолжая стороны до пересечения аналогично только что сделанному, получим, что параллелограммный шестиугольник появляется на пересечении двух подобных, но вообще говоря, неравносторонних треугольников с параллельными сторонами. Можно выделить в 1) семейство шестиугольников, получающихся на пересечении двух равных треугольников с параллельными сторонами. У них, в силу центральной симметричности этих треугольников, диагонали будут пересекаться в одной точке и делиться ею пополам, совсем как в параллелограммах. А в общем случае семейства 1) это неверно.
Итак, семейство 3) входит в семейство 1) (как и в случае четырёхугольников).
А вот у семейства 2) никаких интересных свойств нет! Это проще всего обнаружить, построив в программе «Живая геометрия» равносторонний шестиугольник – оказывается, его можно деформировать самым причудливым образом.
Если сверх этого потребовать ещё, чтобы шестиугольник был вписанным или описанным, то появится большое поле для исследования, которое заинтересованный ученик может сделать уже не на уроке, а в виде проектной работы. Например, здесь возникают теоремы Паскаля и Брианшона.
Линейные функции. Плоскость параметров (k;b)
Исследование может заключаться не в исследовании математического объекта как такового, а в исследовании перевода с одного языка на другой, в освоении нового языка.
В сильном 7 классе после изучения линейных функций можно дать листок, который целиком приведён ниже.
1)  Вступление к теме. 

Рассмотрим координатную плоскость (k;b). Каждая прямая вида у=kх+b  изображается на этой плоскости в виде точки. Например, прямая у=2х+5  изображается на плоскости (k;b) в виде точки (2;5), а прямая  у= -2 – в виде точки (0;-2).   

а)  Изобразите на координатной плоскости (k;b) точки, которые соответствуют прямым: у=х, у=-3х+2, у=2х-3.      

б)  Изобразите на координатной плоскости (х;у) семейство прямых, соответствующих десяти точкам плоскости (k;b), изображенным  на рисунке. Обозначьте эти прямые соответственными маленькими буквами (a, b, c…)  
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Рисунок к задаче б)

в)  Изобразите на координатной плоскости (k;b) множество точек, соответствующее семейству всех прямых вида у=kх+b, параллельных прямой  у=2х.      

г)  Изобразите на координатной плоскости (k;b) множество точек, соответствующее семейству всех прямых вида у=kх+b, проходящих через точку (0;3).

2)  Раскрашенные области.
На координатной плоскости (k;b) изображено множество точек, соответствующее некоторому семейству прямых вида у=kх+b. На плоскости (х;у) все эти прямые покрашены. Изобразите на плоскости (х;у)  получившуюся покрашенную область. 
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Рисунок а)                                         Рисунок б)
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Рисунок в)                                Рисунок г)
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Рисунок д)                         Рисунок е)
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Рисунок ж)
3)  Раскрашенные области.
На координатной плоскости (х;у) покрашено некоторое семейство прямых. В результате на плоскости получилась покрашенная область (смотри рисунки). Изобразите на координатной плоскости (k;b) множество точек, соответствующее этому семейству прямых (в некоторых случаях это можно сделать не единственным образом).
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Рисунок а)                                                         Рисунок б)
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Рисунок  в)                                    Рисунок г)
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Рисунок д)                                                         Рисунок е)

4) Прямая на плоскости (k;b).

а) Рассмотрим на плоскости (k;b)  прямую b = k. Каждая точка этой прямой задает на плоскости (х;у) прямую, а вся прямая b = k задает на плоскости (х;у) семейство прямых. Каким свойством обладает это семейство прямых? Для ответа на этот вопрос можно сначала взять несколько конкретных точек на прямой b = k и построить соответствующие им прямые на плоскости (х;у), затем выдвинуть гипотезу и попробовать ее доказать.

б) Рассмотрим семейство всех прямых плоскости (х;у), которые проходят через точку (1;1). Как это семейство прямых изображается на плоскости (k;b)?

в) Рассмотрим семейство всех прямых плоскости (х;у), которые проходят через точку (m;n). Как это семейство прямых изображается на плоскости (k;b)?

г) Рассмотрим на плоскости (k;b)  прямую b=uk+v. Какое семейство прямых на плоскости (х;у) изображает эта прямая?
д) На координатной плоскости (k;b) изображено множество точек, соответствующее некоторому семейству прямых вида у=kх+b. На плоскости (х;у) все эти прямые покрашены. Изобразите на плоскости (х;у)  получившуюся покрашенную область. 
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е) Нарисуйте на плоскости (х;у) какую-либо закрашенную область, которую можно задать как семейство некоторых окрашенных прямых. Изобразите соответствующее семейство на плоскости (k;b). 
ж) На координатной плоскости (k;b) проведено три прямые, проходящие через одну точку.

Каждая такая прямая изображает некоторое семейство прямых на плоскости (х;у), как эти семейства прямых связаны между собой?

з) На координатной плоскости (k;b) проведено три параллельные прямые. Каждая такая прямая изображает некоторое семейство прямых на плоскости (х;у), как эти семейства прямых связаны между собой?

и) Сравните получившиеся решения задач ж) и з). Какой вывод можно сделать?

Комментарии к листку.

Задание 1) – первые шаги в теме. Ученик привыкает к законам «перевода».
Задания 2) и 3) – более сложные технически упражнения. Ученик набивает руку для исследования.
Задача 4) – это уже содержательное исследование отображений плоскостей (x;y) и (k;b). Речь идёт вот о чём.
Если три прямые на плоскости (x;y) пересекаются в одной точке или параллельны, то соответствующие им точки на плоскости (k;b) лежат на одной прямой.
Поэтому прямой на плоскости (k;b) естественным образом сопоставляется точка на плоскости (x;y). Тем самым, мы пришли к симметричному соотношению между плоскостями (х;у) и (k;b). Оно называется принципом двойственности и играет в математике важную роль. Формально эта двойственность сразу следует из того, что равенство y = kx+b, где (x;y) – переменные, а (k;b) – параметры, можно переписать в виде b = -xk+y и считать, что, наоборот, (k;b) – переменные, а  (x;y) – параметры. Однако в таком виде школьнику её осознать трудно, а вот «потрогав руками» – гораздо легче.
Пункты ж), з) демонстрируют эту двойственность: если три прямые теперь уже на плоскости (k;b) пересекаются или параллельны, то соответствующие им точки на плоскости (x;y) лежат на одной прямой.
Пункт и) подводит к тому, что три параллельные прямые и три прямые, имеющие общую точку, с точки зрения нашей конструкции ведут себя одинаково (их образы лежат на одной прямой). Если договориться считать, что параллельные прямые также имеют общую точку – бесконечно удалённую, то не надо будет рассматривать эти два случая отдельно и изложение упростится.

Задача 4) демонстирует идеи проективной геометрии.
Квадратный и биквадратный трёхчлены на параметрической плоскости
Рассмотрим приведенный квадратный трёхчлен x2+px+q. Будем отмечать каждый трёхчлен на плоскости параметров (p, q). Например, многочлену x2 + 5x – 7 соответствует точка (5;-7), а многочлену x2 соответствует точка (0;0).
1) Отметим на плоскости параметров множество многочленов, у которых 1 корень.

Должно быть D=p2-4q=0. Получим параболу, которую назовём дискриминантной параболой (см. рис.).
2) Отметим множество многочленов, у которых два корня [под параболой] и у которых нет корней [над параболой].
3) Отметим множество многочленов, у которых а) оба корня положительны [p<0, q>0], б) оба корня отрицательны [p>0, q>0], в) один корень положителен, а другой – отрицателен [q<0].
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Интересно теперь пустить точку двигаться по плоскости параметров и следить за свойствами решений. Например, как при пересечении оси p один из корней меняет знак? [Он равен 0 на линии q=0.] 
Нетрудно перейти к биквадратному трёхчлену и задать аналогичные вопросы относительно него. Например, количество его корней будет зависеть от уже исследованных знаков корней соответствующего квадратного уравнения.
Заметим, что количество корней квадратного уравнения совпадает с количеством касательных, которые можно провести из соответствующей точки параметрической плоскости к дискримимантной параболе. Оказывается, это совпадение неслучайно. Если взять все многочлены, образы которых лежат на одной касательной к дискриминантной параболе, то у них будет один общий корень (определяемый точкой касания). Пересечение двух касательных даёт уравнение с двумя корнями. Тем самым решить уравнение – значит провести касательные к дискриминантной параболе. 

Эта картинка соединяет всё, что известно про трёхчлен, в какой-то целый образ.

Интересно провести аналогичные исследование относительно биквадратного многочлена x4+px2+q и кубического x3+px+q.

Авторы благодарны Г.Б. Шабату и Н.М. Нетрусовой.

/// Существуют два различных подхода учеников:

“Я получаю знания от авторитетного учителя, аккуратно выполняю и записываю» (условно говоря, девочка-отличница).
“Давайте-ка сами поставим задачу” (условно говоря, способный мальчик-бездельник).
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