VII Çàî÷íûé êîíêóðñ ó÷èòåëåé ïî ìàòåìàòèêå.


I. Ðåøèòå çàäà÷è.


¹1. ×åòûðå âåëîñèïåäèñòà ñòàðòîâàëè îäíîâðåìåííî è ïðèåõàëè íà ôèíèø ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Ñêîðîñòè ñàìîãî áûñòðîãî è ñàìîãî ìåäëåííîãî èç âåëîñèïåäèñòîâ ðàâíû v1 è v4. Íàéäèòå ñêîðîñòè âòîðîãî è òðåòüåãî âåëîñèïåäèñòîâ.





¹2. Ôèãóðà «ïóëåìåò÷èê» – ýòî ëàäüÿ, áüþùàÿ òîëüêî â îäíîì íàïðàâëåíèè (â îäíó ñòîðîíó). Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî «ïóëåìåò÷èêîâ» ìîæíî ïîñòàâèòü íà øàõìàòíóþ äîñêó òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà?





¹3. Ðåáðî êóáà ÀÂÑDA1B1C1D1 ðàâíî 1. Ïðÿìàÿ m ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó Å – ñåðåäèíó ðåáðà C1D1, è ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AD1 è À1Â (ïîñëåäíþþ – â òî÷êå F). Íàéäèòå EF. 





¹4. Ðåøèòå óðàâíåíèå: (x – y)2 + (ex – y)2 = 0,5.





¹5. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ îòìå÷åíû òî÷êè êàñàíèÿ äâóõ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ñî ñòîðîíàìè ÀÑ è ÂÑ – òî÷êè Â1 è À1 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ñåðåäèíû îòðåçêîâ ÀÂ è À1Â1 äåëèò ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ïîïîëàì.





II. Ìåòîäè÷åñêèé áëîê.


Â ïðåäëîæåííûõ òåêñòàõ (¹6 è ¹7) ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå îøèáêè (êàê â «îòâåòàõ», òàê è â «ðåøåíèÿõ»). Óêàæèòå âñå îøèáêè è åñëè «ðåøåíèå» íå âåðíî, òî ïðèâåäèòå âåðíîå ðåøåíèå.


¹6. «Çàäà÷à». Êàæäàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà ABC ðàçäåëåíà íà âîñåìü ðàâíûõ îòðåçêîâ. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ äåëåíèÿ (òî÷êè A, B è C íå ìîãóò áûòü âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêîâ), ó êîòîðûõ íè îäíà èç ñòîðîí íå ïàðàëëåëüíà íè îäíîé èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC?


«Îòâåò»: 120.


«Ðåøåíèå». Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ìû äîëæíû âûáðàòü ïî îäíîé òî÷êå íà êàæäîé èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Âûáåðåì ñíà÷àëà òî÷êó íà ñòîðîíå AB – ýòî ìîæíî ñäåëàòü øåñòüþ ñïîñîáàìè. Òîãäà òî÷êó íà ñòîðîíå BC ìîæíî âûáðàòü ïÿòüþ ñïîñîáàìè, ïîñêîëüêó ñòîðîíà ïîëó÷åííîãî òðåóãîëüíèêà íå äîëæíà áûòü ïàðàëëåëüíà AC. Àíàëîãè÷íî, òî÷êó íà ñòîðîíå AC ìîæíî âûáðàòü ÷åòûðüìÿ ñïîñîáàìè (íå äîëæíî áûòü ñòîðîí, ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîíàì AB è BC). Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàâíî: 6(5(4 = 120.
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¹7. «Çàäà÷à». Òðè îêðóæíîñòè ïîïàðíî êàñàþòñÿ, ïðè÷åì òî÷êè êàñàíèÿ ðàçëè÷íû. Âåðíî ëè, ÷òî ýòè îêðóæíîñòè ïðèíàäëåæàò ëèáî îäíîé ïëîñêîñòè, ëèáî îäíîé ñôåðå?


«Îòâåò»: íåò, íå âåðíî.


«Ðåøåíèå». Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðîèçâîëüíóþ ñôåðó è äâå åå áîëüøèå îêðóæíîñòè S1 è S2, ëåæàùèå â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ (ñì. ðèñóíîê). Ïóñòü À è Â – òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Â ïëîñêîñòè îêðóæíîñòè S1 ðàññìîòðèì åùå äâå îêðóæíîñòè S3 è S4, êàñàþùèåñÿ îêðóæíîñòè S1 âíóòðåííèì îáðàçîì â òî÷êàõ À è Â ñîîòâåòñòâåííî, à äðóã äðóãà – âíåøíèì îáðàçîì. Òîãäà îêðóæíîñòè S2, S3 è S4 ïîïàðíî êàñàþòñÿ, íî íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè è íå ìîãóò ïðèíàäëåæàòü îäíîé è òîé æå ñôåðå.





¹8. Íà ìàòåìàòè÷åñêîì êðóæêå áûëà ïðåäëîæåíà çàäà÷à: 


Ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x è f(f(x)) = 5x + 4. Íàéäèòå f(–1).


Ïÿòü øêîëüíèêîâ ïîëó÷èëè îäèíàêîâûé îòâåò, íî ïðèâåëè ðàçíûå ðåøåíèÿ. Â íèõ ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå îøèáêè. Óêàæèòå âñå îøèáêè â êàæäîì ðåøåíèè è ïðèâåäèòå âåðíîå ðåøåíèå (åñëè îíî îòñóòñòâóåò).


«Îòâåò»: –1.


Ðåøåíèå Êîëè. Ôóíêöèÿ f(f(x)) âîçðàñòàþùàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, îíà îáðàòèìà. Òîãäà � EMBED Equation.3  ���, òî åñòü � EMBED Equation.3  ���. Çíà÷èò, � EMBED Equation.3  ��� = –1.


Ðåøåíèå Îëè. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) îáðàòèìà. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ f(f(x)) – îáðàòèìà, òàê êàê îíà – âîçðàñòàþùàÿ. Ïóñòü f(x) – íå îáðàòèìà, òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà x1 è x2, ÷òî f(x1) = f(x2). Çíà÷èò, f(f(x1)) = f(f(x2)) – ïðîòèâîðå÷èå.


Èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ è óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî � EMBED Equation.2  ���, òîãäà � EMBED Equation.2  ���, çíà÷èò ãðàôèêè ôóíêöèé f(x) è f–1(x) ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé y = x, òî åñòü � EMBED Equation.3  ��� = –1.


Ðåøåíèå Òîëè. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) – ëèíåéíàÿ, çíà÷èò, îíà ëèáî âîçðàñòàþùàÿ, ëèáî óáûâàþùàÿ, ïîýòîìó ôóíêöèÿ f(x) îáðàòèìà.


Òîãäà � EMBED Equation.2  ���, òî åñòü � EMBED Equation.2  ���, çíà÷èò ãðàôèêè ôóíêöèé f(x) è f–1(x) ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé y = x, ïîýòîìó, � EMBED Equation.3  ��� = –1.


Ðåøåíèå Ïîëè. Ïîäñòàâèì â èñõîäíîå ðàâåíñòâî x = –1, òîãäà � EMBED Equation.2  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ���, çíà÷èò ãðàôèêè ôóíêöèé f(x) è f–1(x) ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé y = x, ïîýòîìó, � EMBED Equation.3  ��� = –1.


Ðåøåíèå Âàëè. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) – ëèíåéíàÿ. Ïóñòü f(x) = kx + b, òîãäà f(f(x)) = k(kx + b) + b = k2x + b(k + 1). Ïî óñëîâèþ çàäà÷è f(f(x)) = 5x + 4, ïîýòîìó: �EMBED Unknown���. Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷èì: �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown��� èëè �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���. Òàêèì îáðàçîì, �EMBED Unknown����EMBED Unknown���  èëè �EMBED Unknown����EMBED Unknown���. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ �EMBED Unknown��� = –1.





¹9. Â ðàçëè÷íûõ ïîñîáèÿõ ïî ìàòåìàòèêå äëÿ øêîëüíèêîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ, â îñíîâíîì, òðè «ïîäõîäà» äëÿ ðåøåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ, ëîãàðèôìè÷åñêèõ è íåêîòîðûõ äðóãèõ òèïîâ óðàâíåíèé: 1) ïîñòåïåííûé ïåðåõîä îò óðàâíåíèÿ ê åãî ñëåäñòâèÿì ñ ïîñëåäóþùåé ïîäñòàíîâêîé âñåõ ïîëó÷åííûõ êîðíåé â èñõîäíîå óðàâíåíèå; 2) ïîèñê ÎÄÇ è ïðîâåðêà, ÷òî ïîëó÷åííûå êîðíè óäîâëåòâîðÿþò ÎÄÇ; 3) ïåðåõîä íà êàæäîì ýòàïå ê ðàâíîñèëüíûì óñëîâèÿì.


Â ÷åì, íà âàø âçãëÿä, çàêëþ÷àþòñÿ äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè êàæäîãî èç «ïîäõîäîâ»? Îáîñíóéòå ñâîþ òî÷êó çðåíèÿ, ïðèâîäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû.
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