òÅÛÅÎÉÑ.

I. ëÁÖÄÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ Œ 10 ÂÁÌÌÏŒ.

1. (á.œ. óÐÉŒÁË) œÉÎÎÉ-ðÕÈ ÓSSÅÄÁÅÔ 3 ÂÁÎËÉ ÓÇÕÝÅÎËÉ É ÂÁÎËÕ ÍÅÄÁ ÚÁ 25 ÍÉÎÕÔ, Á ðÑÔÁÞÏË | ÚÁ 55 ÍÉÎÕÔ. ïÄÎÕ ÂÁÎËÕ ÓÇÕÝÅÎËÉ É 3 ÂÁÎËÉ ÍÅÄÁ ðÕÈ ÓSSÅÄÁÅÔ ÚÁ 35 ÍÉÎÕÔ, Á ðÑÔÁÞÏË | ÚÁ 1 ÞÁÓ 25 ÍÉÎÕÔ. úÁ ËÁËÏÅ ŒÒÅÍÑ ÏÎÉ ŒÍÅÓÔÅ ÓSSÅÄÑÔ 6 ÂÁÎÏË ÓÇÕÝÅÎËÉ?

ïÔŒÅÔ: ÚÁ 20 ÍÉÎÕÔ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 4 ÂÁÎËÉ ÓÇÕÝÅÎËÉ É 4 ÂÁÎËÉ ÍÅÄÁ ðÕÈ ÓSSÅÄÁÅÔ ÚÁ 1 ÞÁÓ, Á ðÑÔÁÞÏË | ÚÁ 2 ÞÁÓÁ 20 ÍÉÎÕÔ. úÎÁÞÉÔ, ÏÄÎÕ ÂÁÎËÕ ÓÇÕÝÅÎËÉ É ÏÄÎÕ ÂÁÎËÕ ÍÅÄÁ ðÕÈ ÓSSÅÄÁÅÔ ÚÁ 15 ÍÉÎÕÔ, Á ðÑÔÁÞÏË | ÚÁ 35 ÍÉÎÕÔ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ 2 ÂÁÎËÉ ÓÇÕÝÅÎËÉ ðÕÈ ÂÕÄÅÔ ÅÓÔØ 10 ÍÉÎÕÔ, Á ðÑÔÁÞÏË | 20 ÍÉÎÕÔ. ôÁË ËÁË ðÕÈ ÅÓÔ ÓÇÕÝÅÎËÕ Œ ÄŒÁ ÒÁÚÁ ÂÙÓÔÒÅÅ ðÑÔÁÞËÁ, ÔÏ ÚÁ 20 ÍÉÎÕÔ ÏÎÉ ÓSSÅÄÑÔ 6 ÂÁÎÏË ÓÇÕÝÅÎËÉ.

œÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÕÓÔØ œÉÎÎÉ-ðÕÈ ÅÓÔ ÓÇÕÝÅÎËÕ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v_1 ÂÁÎËÉ Œ ÍÉÎÕÔÕ, Á ÍÅÄ | ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v_2 ÂÁÎËÉ Œ ÍÉÎÕÔÕ. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ: 3 v_1 + 1 v_2

= 25; 1 v_1 + 3 v_2

= 35

òÅÛÉŒ ÅÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ v_1 = 1 5 (ÂÁÎËÉ Œ ÍÉÎÕÔÕ).

ðÕÓÔØ ðÑÔÁÞÏË ÅÓÔ ÓÇÕÝÅÎËÕ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ u_1 ÂÁÎËÉ Œ ÍÉÎÕÔÕ, Á ÍÅÄ | ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ u_2 ÂÁÎËÉ Œ ÍÉÎÕÔÕ. ôÏÇÄÁ, ÒÅÛÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ 3 u_1 + 1 u_2

= 55; 1 u_1 + 3 u_2

= 85

ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ u_1 = 1 10 (ÂÁÎËÉ Œ ÍÉÎÕÔÕ).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ðÑÔÁÞÏË É œÉÎÎÉ-ðÕÈ ŒÍÅÓÔÅ ÅÄÑÔ ÓÇÕÝÅÎËÕ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ u_1 + v_1 = 3 10 ÂÁÎËÉ

Œ ÍÉÎÕÔÕ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, 6 ÂÁÎÏË ÓÇÕÝÅÎËÉ ÏÎÉ ÓSSÅÄÑÔ ÚÁ 6 : 3 10 = 20 ÍÉÎÕÔ.

2. (ä.ü. ûÎÏÌØ) ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ Á ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ √ −x^2 + ax(2 − x) (x^2 − 2x − 15)^2

⩾ 0 ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÔÒÉ ÃÅÌÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ?

ïÔŒÅÔ: ÐÒÉ a ∈ (−4; −2] ∪ [2; +∞) \ {3; 4; 6; 7; 8; : : : }. òÅÛÅÎÉÅ. òÅÛÉÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÅÔÏÄÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = √ −x^2 + ax(2 − x) (x^2 − 2x − 15)^2

. ïÂÌÁÓÔØ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

D_f = { [0; a] \ {5}; ÅÓÌÉ a ⩾ 0; [a; 0] \ {−3}; ÅÓÌÉ a < 0:

òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. f(x) ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Œ 0 ÐÒÉ x = 0 ÉÌÉ x = a ÉÌÉ x = 2.

1) ðÕÓÔØ a > 5, ÔÏÇÄÁ œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÂÕÄÅÔ x ∈ [0; 2] ∪ {a}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÍÅÌÏ ÒÏŒÎÏ ÔÒÉ ÃÅÌÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ a ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.

2) åÓÌÉ a = 5, ÔÏ x ∈ [0; 2], ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÔÒÉ ÃÅÌÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ. 3) ðÕÓÔØ 2 < a < 5, ÔÏÇÄÁ

ôÏÇÄÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ: x ∈ [0; 2] ∪ {a}, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÁËÖÅ ËÁË É Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, a ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÃÅÌÙÍ.

4) åÓÌÉ a = 2, ÔÏ x ∈ [0; 2], ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÔÒÉ ÃÅÌÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ. 5) åÓÌÉ 0 ⩽ a < 2, ÔÏ

òÅÛÅÎÉÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÂÕÄÅÔ x ∈ [0; a]. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÉÈ a ∈ (0; 2) ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÏŒÎÏ ÔÒÉ ÃÅÌÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ.

6) œ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ −3 ⩽ a < 0, ÔÏ

òÅÛÅÎÉÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ: x ∈ [a; 0]. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ a ∈ [−3; −2] ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÔÒÉ ÃÅÌÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ.

7) åÓÌÉ a < −3, ÔÏ

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ −4 < a < −3 ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÔÒÉ ÃÅÌÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ. ïÔŒÅÔ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅŒ.

3. (ÆÏÌØËÌÏÒ, ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ á.ç. íÑËÉÛÅŒ) îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÙ ÄŒÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÒÕÇÁ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ O É O_1. éÚ ÔÏÞËÉ M ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÏŒÏÄÑÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ íá É íœ Ë ÐÅÒŒÏÍÕ ËÒÕÇÕ, É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ íá_1 É MB_1 ËÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ËÒÕÇÕ. îÁÊÄÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË í ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ∠áíœ = ∠á_1íœ_1.

ïÔŒÅÔ: ÅÓÌÉ ÒÁÄÉÕÓÙ R É R_1 ÄÁÎÎÙÈ ËÒÕÇÏŒ ÎÅ ÒÁŒÎÙ, ÔÏ ÉÓËÏÍÙÍ çíô ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔØ áÐÏÌÌÏÎÉÑ ÔÏÞÅË O_1 É O_2 ( k = R

R_1 ) , ÅÓÌÉ ÖÅ R = R_1, ÔÏ ÉÓËÏÍÏÅ çíô | ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ Ë ÏÔÒÅÚËÕ OO_1.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ M ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ ∠áíœ = ∠á_1íœ_1. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÄÁÎÎÙÈ ÕÇÌÏŒ MO É MO_1, Á ÔÁËÖÅ ÒÁÄÉÕÓÙ OA É O_1A_1. ôÁË ËÁË ∠OMA = ∠O_1MA_1, ÔÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ- ÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ OMA É O_1MA_1 ÐÏÄÏÂÎÙ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, OM

O_1M

= OA

O_1A_1 = R R_1

, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ M ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ áÐÏÌÌÏÎÉÑ ÔÏÞÅË O É O_1 (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ ÄŒÕÈ ÄÁÎÎÙÈ ÅÓÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ).

ìÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÔÁË ËÁË ÉÚ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ OM

O_1M

= OA

O_1A_1

ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÄÏÂÉÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ OMA É O_1MA_1, Á ÉÚ ÎÅÇÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ∠áíœ = ∠á_1íœ_1.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ R = R_1, ÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ áÐÏÌÌÏÎÉÑ ĂÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑĄ Œ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ ÐÅÒ- ÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ Ë ÏÔÒÅÚËÕ OO_1, ËÏÔÏÒÙÊ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ çíô.

ëÒÉÔÅÒÉÉ ÐÒÏŒÅÒËÉ:

8 ÂÁÌÌÏŒ | ÒÅÛÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏÅ, ÎÏ ÐÒÏÐÕÝÅÎ ÓÌÕÞÁÊ R = R_1; 3 ÂÁÌÌÁ | ÅÓÌÉ ÕËÁÚÁÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ R

R_1

= O^1M

O_2M ; 2 ÂÁÌÌÁ | ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊ R = R_1.

4. (á.œ. ûÁÐÏŒÁÌÏŒ) îÁÚÏŒÅÍ ÛÁÈÍÁÔÎÕÀ ÄÏÓËÕ 8 × 8, ÇÄÅ ÍÅÖÄÕ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ ŒÓÔÁ- ŒÌÅÎÙ ÐÅÒÅÇÏÒÏÄËÉ, ÌÁÂÉÒÉÎÔÏÍ. ìÁÂÉÒÉÎÔ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ĂÈÏÒÏÛÉÍĄ, ÅÓÌÉ ÌÁÄØÑ ÍÏÖÅÔ ÏÂÏÊÔÉ ŒÓÅ ÐÏÌÑ ÄÏÓËÉ, ÎÅ ÐÒÙÇÁÑ ÞÅÒÅÚ ÐÅÒÅÇÏÒÏÄËÉ, ÉÎÁÞÅ ÌÁÂÉÒÉÎÔ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ĂÐÌÏÈÉÍĄ. ëÁËÉÈ ÌÁÂÉÒÉÎÔÏŒ ÂÏÌØÛÅ: ĂÈÏÒÏÛÉÈĄ ÉÌÉ ĂÐÌÏÈÉÈĄ?

ïÔŒÅÔ: ÐÌÏÈÉÈ ÌÁÂÉÒÉÎÔÏŒ ÂÏÌØÛÅ.

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÚÏŒÅÍ ÌÁÂÉÒÉÎÔ ĂÈÏÒÏÛÉÍ ÐÏ ÄÁÎÎÏÊ ËÌÅÔËÅĄ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÜÔÏÊ ËÌÅÔËÉ ÌÁÄØÑ ÍÏÖÅÔ ÈÏÔØ ËÕÄÁ-ÎÉÂÕÄØ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÌÁÂÉÒÉÎÔ ÂÙÌ ÈÏÒÏÛÉÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÂÙÌ ÈÏÒÏÛÉÍ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÓŒÏÅÊ ËÌÅÔËÅ (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÜÔÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÕÇÌÏŒÙÈ ËÌÅÔÏË. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÞÅÔÙÒÅ ÓÐÏÓÏÂÁ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÐÅÒÅÇÏÒÏÄËÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÜÔÏÊ ËÌÅÔËÅ: ÎÅÔ ÐÅÒÅÇÏÒÏÄÏË, ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ, ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ, ÅÓÔØ ÏÂÅ ÐÅÒÅÇÏÒÏÄËÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÌÁÂÉÒÉÎÔÏŒ 3 4 | ÈÏÒÏÛÉÈ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÕÇÌÏŒÏÊ ËÌÅÔËÅ. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÁÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÏ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÌÁÂÉÒÉÎÔÏŒ ÈÏÒÏÛÉÈ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÏ ÄŒÕÍ ÕÇÌÏŒÙÍ ËÌÅÔËÁÍ | 9 16 , Á ÈÏÒÏÛÉÈ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÏ ÔÒÅÍ ÕÇÌÏŒÙÍ ËÌÅÔËÁÍ | 27 64 , Á ÜÔÏ ÕÖÅ ÍÅÎØÛÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ŒÓÅÈ ÌÁÂÉÒÉÎÔÏŒ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ÄÌÑ ÐÌÏÈÉÈ ÌÁÂÉÒÉÎÔÏŒ, ÄÏËÁÚÙŒÁÑ, ÞÔÏ ÉÈ ÂÏÌØ- ÛÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ.

II. ëÁÖÄÏÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ Œ 10 ÂÁÌÌÏŒ.

5. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ ÕÞÅÎÉËÁÍ ÂÙÌÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÚÁÄÁÞÁ: "îÁÊÄÉÔÅ ÎÁËÌÏÎÎÙÅ ÁÓÉÍ- ÐÔÏÔÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = √ x^2 + 3x + 9". ðÒÉŒÏÄÉÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÕÞÅÎÉËÏŒ. ïÃÅÎÉÔÅ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ É ÐÏÌÕÞÅÎÙÅ ÏÔŒÅÔÙ. õËÁÖÉÔÅ ŒÓÅ ÏÛÉÂËÉ É ÎÅÄÏÞÅÔÙ.

òÅÛÅÎÉÅ äÉÍÙ: Ăy = √ x^2 + 3x + 9 = √ (x + 1; 5)^2 + 6; 75 = |x+1; 5| √ 1 + 6; 75

(x + 1; 5)^2

. ôÁË ËÁË ÐÒÉ

x → ∞ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ 6; 75

(x + 1; 5)^2

→ 0, ÔÏ ÐÒÉ x → +∞ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÂÕÄÅÔ ÐÒÑÍÁÑ y = x + 1; 5, Á ÐÒÉ x → −∞ ÐÒÑÍÁÑ y = −x − 1; 5Ą.

òÅÛÅÎÉÅ áÌÅÛÉ: Ăy = √ x^2 + 3x + 9 = √ (x + 1)^2 + x + 8 = |x + 1| √ 1 + x + 8

(x + 1)^2

. ôÁË ËÁË ÐÒÉ

x → ∞ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ x + 8

(x + 1)^2

→ 0, ÔÏ ÐÒÉ x → +∞ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÂÕÄÅÔ ÐÒÑÍÁÑ y = x + 1, Á ÐÒÉ x → −∞ ÐÒÑÍÁÑ y = −x − 1Ą.

òÅÛÅÎÉÅ. òÅÛÅÎÉÑ ÏÂÏÉÈ ÛËÏÌØÎÉËÏŒ ÎÅŒÅÒÎÙ, ÎÏ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅÒÅÎ ÏÔŒÅÔ. œ ÏÂÏÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÅÎ ÎÅŒÅÒÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÄŒÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÉÝÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

ðÏÑÓÎÉÍ, ÐÏÞÅÍÕ Œ ÒÅÛÅÎÉÉ äÉÍÙ ŒÓÅ-ÔÁËÉ ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ ŒÅÒÎÙÊ ÏÔŒÅÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ (1 + t)^{1=2} =

= 1 + t 2 + ¸(t), ÇÄÅ ¸(t) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ÐÒÉ t → 0, ÔÏ |x + 1; 5| √ 1 + 6; 75

(x + 1; 5)^2

= |x + 1; 5| ( 1 +

+ 6; 75 2(x + 1; 5)^2 +¸ ( 1 x^2 )) = |x + 1; 5| +¸ ( 1 x ) , ÐÒÉ x → ∞.

ëÒÉÔÅÒÉÉ ÐÒÏŒÅÒËÉ:

1 ÂÁÌÌ ÓÔÁŒÉÌÓÑ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÐÒÉŒÏÄÉÌÓÑ ÔÏÌØËÏ ŒÅÒÎÙÊ ÏÔŒÅÔ É (ÉÌÉ) ÐÒÁŒÉÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ;

3 ÂÁÌÌÁ | ÐÏÍÉÍÏ ŒÅÒÎÏÇÏ ÏÔŒÅÔÁ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÏŒÁÌÁ ÐÏÐÙÔËÁ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÌÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÔÏÑÝÅÊ ÐÏÄ ËÏÒÎÅÍ.

6. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÕËÁÚÁŒ ÏÛÉÂËÉ (ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÅÓÔØ).

œ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ SABC ÌÅÖÉÔ ÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË áœó, Õ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ áó = óœ = 5, áœ = 8. œÅÒÛÉÎÁ S ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ Œ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÓÔÏÒÏÎÙ áœ, SA = 4 √ 2. þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ó, ÔÏÞËÕ í | ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÒÅÂÒÁ SB É ÔÏÞËÕ L, ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÁÝÕÀ ÒÅÂÒÕ SA, ÐÒÏŒÅÄÅÎÁ ÓÅËÕÝÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.

"òÅÛÅÎÉÅ". ðÕÓÔØ O | ÓÅÒÅÄÉÎÁ AB, ÔÏÇÄÁ ïœ = 4, ïó = 3, OS = 4. îÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÒÁÓÐÏ- ÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ L ÎÁ ÒÅÂÒÅ AS, ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË CLM Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅÍ óí. ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÌÏÝÁÄØ ÓÅÞÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ŒÙÓÏÔÁ LK ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÒÅÚÏË LK ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÏÂÝÉÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏÍ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑ- ÍÙÈ AS É óí.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅËÁÒÔÏŒÕ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÁÞÁÌÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ ï, Á ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÏÓÅÊ OX, OY É OZ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÌÕÞÁÍÉ OC, OB É OS ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. œ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÚÁÐÉÛÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË: á(0; −4; 0), œ(0; 4; 0), ó(3; 0; 0), S(0; 0; 4), í(0; 2; 2) É ŒÅËÔÏÒÏŒ −−→ óí = (−3; 2; 2), −→ SA = (0; −4; −4), −→ áó = (3; 4; 0). −−→ LK = −→ LA + −→ AC + −−→ CK = t −→ SA + −→ AC + p −−→ CM, ÇÄÅ t É Ò | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÞÅÍ t ∈ [0; 1]. ôÏ ÅÓÔØ, −−→ LK ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ: (3 − 3p; −4t + 4 + 2p; −4t + 2p). ôÁË ËÁË −−→ LK ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ŒÅËÔÏÒÁÍ −→ SA É −−→ óí, ÔÏ −−→ LK · −→ SA = 0 É −−→ LK · −−→ CM = 0. éÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 2t − p − 1 = 0, ÉÚ ŒÔÏÒÏÇÏ | 16t − 17p + 1 = 0, ÏÔËÕÄÁ t = p = 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, −−→ LK(0; 2; −2). îÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁŒÎÁ 0; 5 · | −−→ óí| · | −−→ LK| = 0; 5 · √ 17 · 2 √ 2 = √ 34. òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÎÅŒÅÒÅÎ. œ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ÎÅ ÕÞÔÅÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÊ ÐÅÒÐÅÎ- ÄÉËÕÌÑÒ Ë ÐÒÑÍÙÍ AS É CM ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ SM. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ CO | ŒÙÓÏÔÁ ÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ACB, ÔÏ ÅÓÔØ, CO = √ CB^2 − BO^2 = 3. ôÁË ËÁË ÔÏÞËÁ S ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ Œ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÓÔÏÒÏÎÙ AB, ÔÏ SB = SA É SO = √ SA^2 + OA^2 = 4. óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, CS = √ SM^2 + CM^2 = 5 = BC, ÐÏÜÔÏÍÕ CM ⊥ SB. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, AB^2 = SA^2 + SB^2, ÔÏ ÅÓÔØ, ∠ASB | ÐÒÑÍÏÊ.

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÂÕÄÅÔ ŒÓÑ ÇÒÁÎØ SBC, ÐÌÏÝÁÄØ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÎÁ 2 √ 34 | Œ ÄŒÁ ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Œ ÚÁÑŒÌÅÎÎÏÍ ÏÔŒÅÔÅ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ ĂÄŒÉÖÅÎÉÉĄ ÔÏÞÅË L É K ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ Ë ÔÏÞËÁÍ S É M, ÐÌÏÝÁÄØ ÓÅÞÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ, ÎÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ | ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ĂÓËÁÞÏËĄ.

ëÒÉÔÅÒÉÉ ÐÒÏŒÅÒËÉ: ÚÁÄÁÞÁ ÓÞÉÔÁÌÁÓØ ÒÅÛÅÎÎÏÊ ŒÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ ÕËÁÚÙŒÁÌÏÓØ, ÞÔÏ "ÐÒÁŒÉÌØÎÏÅ" ÓÅÞÅÎÉÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÊ ÇÒÁÎØÀ, ÞÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÅÒÎÙÍ ÏÔŒÅÔÏÍ, ÔÁË ËÁË ÉÌÉ 1) ÇÒÁÎØ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ; ÉÌÉ 2) ÉÍÅÅÔ ÐÌÏÝÁÄØ, ÎÅ ÒÁŒÎÕÀ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ.

åÓÌÉ ÕËÁÚÙŒÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÏÔŒÅÔ ÎÅŒÅÒÎÙÊ, ÔÁË ËÁË ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÂÕÄÅÔ ÑŒÌÑÔØÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË SCM, ÔÏ ÓÔÁŒÉÌÉ 2 ÂÁÌÌÁ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅÍ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ).

7. îÁ ËÏÎÔÒÏÌØÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÂÙÌÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÚÁÄÁÞÁ:

îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ:

y = 10|x − 1| + 9|x − 2| + 5|x − 3| + 4|x − 4| + 8|x − 5| + 3|x − 6| + 4|x − 7|.

œÉÔÑ ÐÒÉÓÌÁÌ óÁÛÅ sms-ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ Ó ËÒÁÔËÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ: "ôÁË ËÁË 10+9+5+4+8+3+4 = 43 É 10+9 < 43 2 < 10+9+5, ÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ 74".

œÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ÌÏÇÉËÕ œÉÔÉ É ÏÃÅÎÉÔÅ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ œÉÔÑ ÉÍÅÌ Œ ŒÉÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏÊ É ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ. õÇÌÏŒÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÇÒÁÆÉËÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ËÏÜÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÐÅÒÅÄ ÍÏÄÕÌÑÍÉ (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÍÏ- ÖÅÔ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÇÒÁÆÉË ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÕÞÁÓÔËÏŒ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË ĂÉÚÌÏÍÁĄ ÇÒÁÆÉËÁ). ðÒÉ x > 7 ÜÔÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁŒÅÎ 43. ðÒÉ ÄŒÉÖÅÎÉÉ ŒÌÅŒÏ ÐÏ ÏÓÉ ïÈ É ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÏÞÅÒÅÄÎÕÀ ÔÏÞËÕ ĂÉÚÌÏÍÁĄ ÜÔÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ. æÕÎËÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÉÇÁÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÔÏÞËÅ, ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ÚÎÁË ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ. üÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÅÒÅÍ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ +, ŒÐÅÒŒÙÅ ÓÔÁÎÅÔ ÍÅÎØÛÅ ÓÕÍ- ÍÙ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ (ÄŒÏÊÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ œÉÔÉÎÏÍ "ÒÅÛÅÎÉÉ"). ôÏ ÅÓÔØ, ÐÒÉ x = 3. úÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÎÏ 74.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, œÉÔÉÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÐÏ ÓÕÔÉ, ÎÏ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÀÔ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÑ.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ 7 ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÅÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ: îÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ y = |x − x_1| + |x − x_2| + · · · + |x − x_{n−1}| + |x − x_n|, ÇÄÅ x_1 ⩽ x_2 ⩽ · · · ⩽ x_{n−1} ⩽ x_n (∗).

œ ÚÁÄÁÞÅ 7 x_1 = x_2 = · · · = x_{10} = 1, x_{11} = x_{12} = · · · = x_{19} = 2, x_{20} = x_{21} = · · · = x_{24} = 3, x_{25} = x_{26} = · · · = x_{28} = 4, x_{29} = x_{30} = · · · = x_{36} = 5, x_{37} = x_{38} = x_{39} = 6, x_{40} = x_{41} = x_{42} = x_{43} = 7, n = 43.

œÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÒÉ m ⩽ n min(|x − m| + |x − n|) = n − m É ÔÏÞËÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÅÓÔØ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ [m; n].

ðÅÒÅÇÒÕÐÐÉÒÕÅÍ Œ (∗) ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: y = (|x − x_1| + |x − x_n|) + (|x − x_2| + |x − x_{n−1}|) + (|x − x_3| + |x − x_{n−2}|) + : : : (∗∗) åÓÌÉ n | ÞÅÔÎÏÅ, ÔÏ Œ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÂÕÄÅÔ n 2 "ÓËÏÂÏË"; ÅÓÌÉ ÖÅ n = 2k + 1, ÔÏ "ÓËÏÂÏË" ÂÕÄÅÔ k É ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ |x − x_{k+1}|.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ [x_1; x_n], [x_2; x_{n−1}], : : : ŒÌÏÖÅÎÙ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ:

[x_1; x_n] ⊇ [x_2; x_{n−1}] ⊇ [x_3; x_{n−2}] ⊇ : : :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË [x_{n=2}; x_{n=2+1}], Á ÐÒÉ n = 2k + 1 | ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ "ÓÅÒÅÄÉÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ" x_{k+1}.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ (∗∗) ÐÅÒŒÁÑ ÓËÏÂËÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ [x_1; x_n], ŒÔÏ- ÒÁÑ | ÎÁ [x_2; x_{n−1}], ÔÒÅÔØÑ | ÎÁ [x_3; x_{n−2}] É Ô. Ä. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ŒÓÅÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÏŒ ŒÓÅ "ÓËÏÂËÉ" Œ (∗∗) ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ É ŒÓÑ ÓÕÍÍÁ.

ôÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ÄÌÉÎ ŒÓÅÈ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ.

8. œÁÍ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÅÏÂÙÞÎÙÊ ŒÙŒÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ çÅÒÏÎÁ. õËÁÖÉÔÅ ÐÒÉÞÉÎÙ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕ- ÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÉÍ. óÔÁÌÉ ÂÙ œÙ ÅÇÏ ÒÁÓÓËÁÚÙŒÁÔØ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ? åÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ÐÏÞÅÍÕ? åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ Ó ËÁËÏÊ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÃÅÌØÀ? ëÁË ÂÙ œÙ ÐÒÏËÏÍÍÅÎÔÉÒÏŒÁÌÉ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ?

úÁÄÁÞÁ: ŒÙÒÁÚÉÔØ ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ S ÞÅÒÅÚ ÄÌÉÎÙ a, b É c ÔÒÅÈ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ.

"òÅÛÅÎÉÅ". ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a + b = c, ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ŒÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÏÔÒÅ- ÚÏË, ÐÌÏÝÁÄØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÓËÏÍÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ S ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ a + b − c. œ ÓÉÌÕ ÒÁŒÎÏÐÒÁŒÎÏÓÔÉ ÓÔÏÒÏÎ ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÏŒÁÔØ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ a + c − b É b + c − a. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (a + b − c)(a + c − b)(b + c − a).

åÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ | ÔÒÅÔØÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÄÌÉÎÙ, Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÌÏÝÁÄÉ | ŒÔÏÒÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ŒÔÏÒÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ, ÎÁÄÏ ÄÏÍÎÏÖÉÔØ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÔÏ-ÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅ- ÎÉ ÄÌÉÎÙ É ÉÚŒÌÅÞØ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ. ðÏÓËÏÌØËÕ ĂÞÔÏ-ÔÏĄ ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ a, b, c, ÔÏ ÎÅ ÏÓÔÁÔÓÑ ÎÉÞÅÇÏ, ËÒÏÍÅ a + b + c.

éÔÁË, S = k √ (a + b + c)(a + b − c)(a + c − b)(b + c − a), ÇÄÅ k | ÞÉÓÌÏŒÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ. åÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁÊÄÅÍ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅŒ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a = b = c = 1. åÇÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÒÁŒÎÁ √ 3 4 . ðÏ ÎÁÛÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ S = k √ 3. úÎÁÞÉÔ, k = 1 4 . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a, b É c ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ S = 1 4 √ (a + b + c)(a + b − c)(a + c − b)(b + c − a). œŒÅÄÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ p =

a + b + c 2 , ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÏÒ- ÍÕÌÕ çÅÒÏÎÁ Œ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÍ ŒÉÄÅ.

òÅÛÅÎÉÅ. œÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÏÓÎÏŒÁÎÙ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ S^2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ a, b É c, ÞÔÏ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÕËÁÚÁÎÎÙÊ Œ ÒÅÛÅÎÉÉ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÉÚ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ.

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÐÒÅÄSSÑŒÌÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏŒ, ÔÁË ËÁË Œ ÎÅÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ

Á) ÉÄÅÑ ÏÃÅÎËÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ŒÅÌÉÞÉÎÙ; Â) ÉÄÅÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ "ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ" ÓÌÕÞÁÑ;

Œ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ÎÕÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ; Ç) ÉÄÅÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÕÔÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÕÄÏÂÎÏÇÏ ÞÁÓÔ- ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ.

9. îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÔÏÞËÉ A, B, C É D ÔÁË, ÞÔÏ ÈÏÒÄÙ AB É CD ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ. P | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÈÏÒÄ AB É CD. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ AP^2 + BP^2 + CP^2 + DP^2 ÒÁŒÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÕ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

îÁÊÄÉÔÅ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ É ÚÁÐÉÛÉÔÅ ÉÈ ÔÁË, ËÁË œÙ ÂÙ ÈÏÔÅÌÉ ÉÈ ŒÉÄÅÔØ Œ ÒÁÂÏÔÅ œÁÛÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÁ.

(òÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÓÐÏÓÏÂÙ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÄÅÉ, Á ÔÁËÖÅ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉ-ÅÍÙ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÉÄÅÉ.)

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ O | ÃÅÎÔÒ ÄÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á R | ÅÅ ÒÁÄÉÕÓ. äÏËÁÖÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ BC^2 + + AD^2 = 4R^2, ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ.

ðÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÄÉÁÍÅÔÒ CE (ÓÍ. ÒÉÓ. 1). ðÏÓËÏÌØËÕ ∠CBE = 90^∘, Á ÕÇÌÙ CAB É CEB ÒÁŒÎÙ, ÔÏ ∠ACD = ∠ECB, ÏÔËÕÄÁ AD = BE. ôÏÇÄÁ, ÉÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ CBE ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ BC^2 + BE^2 = CE^2 ÉÌÉ BC^2 + AD^2 = 4R^2, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

òÉÓ. 1 òÉÓ. 2

œÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÈÏÒÄÕ AE, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ CD (ÓÍ. ÒÉÓ. 2). ôÏÇÄÁ AE ⊥ AB, ÔÏ ÅÓÔØ, ∠EAB = 90^∘, ÏÔËÕÄÁ EB | ÄÉÁÍÅÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ CEAD | ŒÐÉÓÁÎÎÁÑ ÔÒÁÐÅÃÉÑ, ÔÏ CE = AD. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ECB ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ EC^2 + BC^2 = = BE^2, ÔÏ ÅÓÔØ, AD^2 + BC^2 = 4R^2.

ôÒÅÔÉÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÕÓÔØ ∠ACD = ¸, ÔÏÇÄÁ ∠CAB = 90^∘ − ¸ (ÓÍ. ÒÉÓ. 3). éÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ACD (ÐÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÉÎÕÓÏŒ) ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ AD = 2R sin ¸. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ CAB: BC = 2R sin(90^∘ − ¸) = 2R cos ¸. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, AD^2 + BC^2 = 4R^2 sin^2 ¸ + 4R^2 cos^2 ¸ = 4R^2.

òÉÓ. 3 òÉÓ. 4 òÉÓ. 5

þÅÔŒÅÒÔÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÕÓÔØ H | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ BCD (ÓÍ. ÒÉÓ. 4). ðÏÓËÏÌØËÕ BA ⊥ CD, ÔÏ H ∈ BA. ôÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ŒÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, AD = DH. ïÐÕÓÔÉÍ ÉÚ ÔÏÞËÉ O ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ OK ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÕ BC É ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÒÁÄÉÕÓ OC. ôÁË ËÁË DH = 2OK (ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ M É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ −2), ÔÏ DH^2 + BC^2 = 4OK^2 + 4CK^2 = 4R^2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, AD^2 + BC^2 = 4R^2.

ðÑÔÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. œŒÅÄÅÍ ÄÅËÁÒÔÏŒÕ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÔÏÞËÅ P (ÓÍ. ÒÉÓ. 5). ôÏÇÄÁ A(a; 0), B(b; 0), C(0; Ó), D(0; d). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, BC^2 + AD^2 = a^2 + b^2 + c^2 + d^2.

ãÅÎÔÒ O ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ

( a + b 2 ; c + d 2 ) , ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ( x − a + b 2 )_2

+ (y −

c + d 2 )_2 = R^2. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË A É C Œ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ: (a − b)^2 + (c + d)^2 = 4R^2 É (a + b)^2 + (c − d)^2 = 4R^2. óÌÏÖÉŒ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÒÁÚÄÅÌÉŒ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ 2, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ a^2 + b^2 + c^2 + d^2 = 4R^2, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ëÒÉÔÅÒÉÉ ÐÒÏŒÅÒËÉ: ËÁÖÄÙÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÃÅÎÉŒÁÌÓÑ Œ 2 ÂÁÌÌÁ.

10. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÔÉÐÉÞÎÙÈ ÏÛÉÂÏË, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÛËÏÌØÎÉËÉ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÏÄÎÏ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÏÛÉÂËÉ ÐÒÉŒÏÄÉÌÉ Ë ÎÅŒÅÒÎÙÍ ÏÔŒÅÔÁÍ.

ïÛÉÂËÉ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÂÙŒÁÀÔ ÄŒÕÈ ÔÉÐÏŒ: 1) ÐÒÉŒÏÄÑÝÉÅ Ë ÐÏÑŒÌÅÎÉÀ ÐÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ËÏÒÎÅÊ; 2) ÐÒÉŒÏÄÑÝÉÅ Ë ÐÏÔÅÒÅ ËÏÒÎÅÊ.

ðÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ËÏÒÎÉ ÍÏÇÕÔ ÐÏÑŒÉÔØÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, Á) îÅ ÕÞÉÔÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÒÎÑ. Â) îÅ ÕÞÉÔÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÒÎÑ. Œ) œÙÒÁÖÅÎÉÅ √ a · √ b ÉÌÉ √ a √ b ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ √ ab ÉÌÉ √ a b ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

œ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÅ ÓÌÕÞÁÅŒ ÜÔÉ ÏÛÉÂËÉ ÍÏÖÎÏ ÓËÏÍÐÅÎÓÉÒÏŒÁÔØ ÚÁ ÓÞÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ (ÅÓÌÉ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÏÒÎÅÊ ËÏÎÅÞÎÏ).

ïÛÉÂËÉ ŒÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÞÁÝÅ ŒÓÅÇÏ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÐÒÉ ÎÅÐÒÁŒÉÌØÎÏÍ ŒÙÎÅÓÅÎÉÉ ÚÁ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÖÉÔÅ- ÌÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÉÌÉ ŒÎÅÓÅÎÉÉ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÐÏÄ ÚÎÁË ËÏÒÎÑ ( √ ab = √ |a|· √ |b| É √a b = √ |a| √ |b| ,^{2n} √ x^{2n} = |x|).

úÁÄÁÎÉÑ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÌÏËÁ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌÉ:

á.ä. âÌÉÎËÏŒ, œ.é. çÏÌÕÂÅŒ, á.œ. éŒÁÎÉÝÕË, á.é. óÇÉÂÎÅŒ, á.œ. èÁÞÁÔÕÒÑÎ, ä.ü. ûÎÏÌØ. œ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÔÁËÖÅ ÕÞÁÓÔŒÏŒÁÌÉ:

à.á. âÌÉÎËÏŒ, á.ó. çÏÒÓËÁÑ, œ.í. çÕÒÏŒÉÃ, á.ç. íÑËÉÛÅŒ, é.â. ðÉÓÁÒÅÎËÏ, ð.œ. þÕÌËÏŒ, ï.ó. ûÁÄÒÉËÏŒÁ, é.œ. ñÝÅÎËÏ.

þÅÔÙÒÅ ÓÐÏÓÏÂÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 9 ÄÁÎÙ ÐÏ ËÎÉÇÅ é.á. ëÕÛÎÉÒ ĂœÏÚŒÒÁÝÅÎÉÅ ÕÔÒÁÞÅÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉĄ, ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔŒÏ "æÁËÔ", ëÉÅŒ, 2004.