V Çàî÷íûé êîíêóðñ ó÷èòåëåé ïî ìàòåìàòèêå.


I. Ðåøèòå çàäà÷è.


¹1. Íà øõóíå êàïèòàíà Âðóíãåëÿ «Ïîáåäà» (à ïîòîì «Áåäà») áûë ÷åòûðåõçíà÷íûé íîìåð. Íîìåð áûë ïðèìå÷àòåëåí òåì, ÷òî ÿâëÿëñÿ êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà. Âî âðåìÿ øòîðìà ñìûëî ïåðâóþ öèôðó, è íîìåð ñòàë êóáîì öåëîãî ÷èñëà. Ïîñëå ñëåäóþùåãî øòîðìà ñìûëî ñëåäóþùóþ öèôðó, è íîìåð ñòàë ÷åòâåðòîé ñòåïåíüþ öåëîãî ÷èñëà. Êàêîé íîìåð ìîã áûòü íà øõóíå?





¹2. Ðàññìîòðèì âñå ïàðàáîëû y = x2 + px + q, ïåðåñåêàþùèå îñü àáñöèññ â äâóõ òî÷êàõ. ×åðåç òðè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êàæäîé ïàðàáîëû ñ îñÿìè êîîðäèíàò ïðîâåäåì îêðóæíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì ïðîâåäåííûì îêðóæíîñòÿì.





¹3. Â ëåòíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå íà âåðàíäå êîðïóñà áûëî âûñòàâëåíî 10 ðàçëè÷íûõ ïàð áîòèíîê. Ùåíîê, èãðàÿ, óòàùèë 4 áîòèíêà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè óêðàäåííûõ áóäåò õîòÿ áû äâà áîòèíêà èç îäíîé ïàðû?





¹4. Òðåóãîëüíèê ÀÂÑ âïèñàí â îêðóæíîñòü è åùå ïðîâåäåíà îêðóæíîñòü ÷åðåç ñåðåäèíû åãî ñòîðîí. Ðàññìîòðèì òðåòüþ îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè â òî÷êå À è êàñàåòñÿ âòîðîé îêðóæíîñòè âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êå À1. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè Â1 è Ñ1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå ÀÀ1, ÂÂ1 è ÑÑ1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.





¹5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè a > 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: 8(a – 1)2 + (6 + 4a – 10a2)lna + (3a2 + 4a + 1)ln2a > 0.





II. Ìåòîäè÷åñêàÿ ÷àñòü.


Â ïðåäëîæåííûõ òåêñòàõ (¹¹6 – 8) ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå îøèáêè (êàê â óòâåðæäåíèÿõ, òàê è â îòâåòàõ, ðåøåíèÿõ èëè äîêàçàòåëüñòâàõ). Åñëè óòâåðæäåíèå íåâåðíî – ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåð è íàéäèòå îøèáêè â äîêàçàòåëüñòâå. Åñëè íåâåðíî òîëüêî ðåøåíèå (äîêàçàòåëüñòâî) – óêàæèòå îøèáêè è ïðèâåäèòå âåðíîå ðåøåíèå (äîêàçàòåëüñòâî).


¹6. «Çàäà÷à». Èçâåñòíî, ÷òî x + y + z = a è x–1 + y–1 + z–1 = a–1. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå (x – a)(y – a)(z – a)? 


«Îòâåò»: 0.


� EMBED PBrush  ���


«Ðåøåíèå». Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî (xy + yz + xz)a = xyz. Ïóñòü xy + yz +zx = b. Òîãäà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Âèåòà, ïîëó÷èì, ÷òî x, y è z – êîðíè óðàâíåíèÿ t3 – at2 + bt – ba = 0. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: (t2 + b)(t – a) = 0, òîãäà îäíèì èç êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî a. Ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ áû îäèí èç ìíîæèòåëåé èñêîìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí íóëþ.





¹7. «Çàäà÷à». Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, ðàâíîóäàëåííûõ îò äâóõ ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ.


«Ðåøåíèå». Ïóñòü ïðÿìûå à è b – ñêðåùèâàþòñÿ. Ïîñòðîèì îòðåçîê ÀÂ – èõ îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð è ïëîñêîñòü (, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ÀÂ è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó Î – åãî ñåðåäèíó (ñì. ðèñ.). 


Ïóñòü ïðÿìûå a’ è b’ – îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè ïðÿìûõ à è b íà ïëîñêîñòü (. Òîãäà ëþáàÿ òî÷êà Ì, ëåæàùàÿ íà áèññåêòðèñå óãëîâ, îáðàçîâàííûõ ïðÿìûìè a’ è b’, ðàâíîóäàëåíà îò ïðÿìûõ à è b. 


Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü MC è MD – ïåðïåíäèêóëÿðû, îïóùåííûå èç òî÷êè Ì íà ïðÿìûå a’ è b’ ñîîòâåòñòâåííî, A’ è B’ – îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè òî÷åê Ñ è D íà ïðÿìûå à è b. Òîãäà A’M(a’ è B’M(b’ (ïî òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ), çíà÷èò, A’M(a è B’M(b. Êðîìå òîãî, ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè A’ÌC è B’MD ðàâíû (ïî äâóì êàòåòàì), ïîýòîìó A’M = B’M. 


Åñëè òî÷êà Ì íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîé èç áèññåêòðèñ óêàçàííûõ óãëîâ, òî îíà íå ðàâíîóäàëåíà îò ñòîðîí óãëà, ñëåäîâàòåëüíî, íå ðàâíîóäàëåíà îò ïðÿìûõ à è b (åñëè CM ( DM, A’C = B’D, òî A’M ( B’M). 


Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ÃÌÒ – äâå ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå, ëåæàùèå â ïëîñêîñòè (.





¹8. «Òåîðåìà». Ïóñòü h(x) = f(g(x)). Òîãäà, åñëè (g’(x0) è (f’(t0), ãäå t0 = g(x0), òî (h’(x0) = f’(g(x0)(g’(x0). 


«Äîêàçàòåëüñòâî». Ðàññìîòðèì (h(x0) = h(x0 + (x) – h(x0) = f(g(x0 + (x)) – f(g(x0)) = f(g(x0) + (g(x0)) – f(g(x0)) = f(t0 + (t) – f(t0). Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ g(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, ïîýòîìó íåïðåðûâíà â íåé, ñëåäîâàòåëüíî, (t ( 0 ïðè (x ( 0.


h’(x0) = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.3  ���.





¹9. Â ðàçëè÷íûõ øêîëüíûõ ó÷åáíèêàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçó÷åíèÿ òåì ðàçëè÷íà. Íàïðèìåð, â ó÷åáíèêå ãåîìåòðèè À.Â. Ïîãîðåëîâà ðàçäåëû «Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè», «Äâèæåíèÿ» è «Âåêòîðû» èçó÷àþòñÿ â êîíöå 8 êëàññà (èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå), à «Ïëîùàäè ôèãóð» – â êîíöå 9 êëàññà. Â ó÷åáíèêå Ë.Ñ. Àòàíàñÿíà òåìà «Ïëîùàäü» – â ñåðåäèíå 8 êëàññà, «Âåêòîðû» – â êîíöå 8 êëàññà, «Ìåòîä êîîðäèíàò» – â íà÷àëå 9 êëàññà, «Äâèæåíèÿ» – â êîíöå 9 êëàññà.


Ñ ìåòîäè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îöåíèòå «ïëþñû è ìèíóñû» êàæäîé èç ýòèõ ñèñòåì èçëîæåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà.








