Задания конкурса (в скобках указаны предложившие задачи или их авторы, а также первоисточники), ответы, решения, комментарии и критерии проверки.
I. Решите задачи.

№1. (И.Ф. Акулич) На шхуне капитана Врунгеля «Победа» (а потом «Беда») был четырехзначный номер. Номер был примечателен тем, что являлся квадратом целого числа. Во время шторма смыло первую цифру, и номер стал кубом целого числа. После следующего шторма смыло следующую цифру, и номер стал четвертой степенью целого числа. Какой номер мог быть на шхуне?

Ответ: 9216.

Будем подбирать номер шхуны, начиная с двух последних цифр. Существуют лишь два натуральных числа, четвертая степень которых является двузначным числом: 24 = 16 и 34 = 81 (44 = 256). Подберем цифру сотен. Так как 103 является четырехзначным числом, то проверим кубы натуральных чисел от 1 до 9, обращая внимание только на последнюю цифру. На цифру 1 оканчивается  только 13, что не подходит, а на цифру 6 – только 63 = 216. Найдем цифру тысяч. Искомый номер является квадратом двузначного числа, и это число оканчивается либо на 4, либо на 6. Разберем обе возможности. 

1) (10n + 4)2 = 100n2 + 80n + 16. Поскольку цифра десятков номера равна 1, то n = 5, но 542 = 2916, что не годится. 

2) (10n + 6)2 = 100n2 + 120n + 36. Из тех же соображений n = 9, 942 = 9216.

Отметим, что подбирать цифру сотен можно и из других соображений. Например, можно использовать тот факт, что куб любого натурального числа либо кратен 9, либо при делении на 9 дает в остатке 1 или 8. (Действительно, если n = 3k, где р – натуральное число, то n3 = 27p3 – кратно 9; если n = 3k ( 1, то n3 = 27k3 ( 27k2 + 9k ( 1 – остаток 1 или 8.) Так как остатки от деления на 9 у любого числа и у его суммы цифр одинаковы, то сумма цифр куба натурального числа при делении на 9 может давать только остатки 0, 1 или 8. 

Поскольку сумма цифр числа 16 равна 7, то цифра сотен может быть 1, 2 или 3. Из этих цифр подойдет только 2. Сумма цифр числа 81 равна 9, поэтому цифрой сотен могут быть только 1 или 8. Ни один из этих вариантов не подходит.

Критерии проверки. Приведен верный ответ и проверено, что он удовлетворяет условию задачи – 5 баллов.







№2. (И.Ф. Шарыгин, XXXXIX Московская математическая олимпиада, окружной тур, 9 класс) Рассмотрим все параболы y = x2 + px + q, пересекающие ось абсцисс в двух точках. Через три точки пересечения каждой параболы с осями координат проведем окружность. Докажите, что на координатной плоскости существует точка, принадлежащая всем проведенным окружностям.
Решение. Докажем, что все такие окружности проходят через точку D (0; 1).
Рис. 2б
Рис. 2а
Пусть некоторая парабола, «ветви» которой направлены вверх, пересекает ось абсцисс в точках А и В, а ось ординат в точке С (см. рис. 2 а, б). Тогда А(x1; 0), B(x2; 0), С(0; q), где x1 и x2 – корни квадратного трехчлена, задающего эту параболу. 
Рассмотрим окружность, описанную около треугольника АВС. Пусть D – вторая точка пересечения окружности с осью ординат. По свойству хорд (секущих), проведенных в окружности через одну точку, получим, что OA(OB = OC(OD. Так как OC = |q| и OA(OB = |x1|(|x2| = |x1x2| = |q|, то OD = 1. Очевидно, что точка D имеет положительную ординату, поэтому, D(0; 1), что и требовалось.

Существуют также разнообразные способы решения с помощью декартовых координат на плоскости (такие решения безусловно засчитывали, но публиковать ихя не представляется целесообразным). 
Критерии проверки. Приведен только верный ответ – 1 балл; при помощи координатного метода верно выражены через  p и q координаты центра окружности, описанной около треугольника АВС – 1 балл; при помощи координатного метода верно найдено уравнение описанной окружности, однако из этого сделан неверный вывод или вывод отсутствует – не более 5 баллов.

№3. (Е.С. Горская) В летней математической школе на веранде корпуса было выставлено 10 различных пар ботинок. Щенок, играя, утащил 4 ботинка. Какова вероятность того, что среди украденных будет хотя бы два ботинка из одной пары?
Ответ: [image: image1.wmf]99
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Решение. События A – «Среди украденных ботинок есть хотя бы два из одной пары» и B – «Среди украденных ботинок нет ни одной пары» являются противоположными, следовательно, P(A) + P(B) = 1. Вычислим вероятность события B. Для этого необходимо подсчитать общее количество исходов и количество исходов, благоприятных для события B. Предположим, что порядок выбора ботинок значения не имеет. Тогда общее количество исходов равно 
 – количество способов выбрать 4 предмета из 20. Количество исходов, благоприятных событию В, можно подсчитать двумя способами.

Первый способ. Выберем 4 пары ботинок из 10, это можно сделать 
 способами. Поскольку из каждой пары ботинок может быть выбран любой из двух, то это число нужно умножить на 24. Тогда, по определению вероятности, P(B) = 

 = 

.

Второй способ. Первый ботинок может быть выбран 20 способами. Второй – 18 способами (так как парный к первому брать нельзя), аналогично, третий – 16 способами, а четвертый – 14 способами. Так как при таком подсчете мы считали разными наборы, отличающиеся перестановкой ботинок, то полученное число надо разделить на число этих перестановок, то есть на 4! Тогда P(B) = 

.

Таким образом, P(A) = 1 – P(B) = 

.
Подсчет можно произвести и не переходя к дополнительному событию. Среди украденных ботинок есть хотя бы одна пара в двух случаях: когда там либо ровно одна пара, либо две пары. Выбрать две пары ботинок из десяти можно 

 способами. Выбрать 4 ботинка так, чтобы среди  них была ровно одна пара можно 

 способами (10 – количество способов выбрать из десяти пар одну, 
[image: image2.wmf]22
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 – количество способов выбрать из оставшихся ботинок два непарных). Тогда P(A) = 

.

Критерии проверки. Решение этой задачи оценивалось, как правило, либо 10 баллами, либо нулем.
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№4. (предложил А.Г. Мякишев) Треугольник АВС вписан в окружность и еще проведена окружность через середины его сторон. Рассмотрим третью окружность, которая касается описанной окружности в точке А и касается второй окружности внешним образом в точке А1. Аналогично определяются точки В1 и С1. Докажите, что прямые АА1, ВВ1 и СС1 пересекаются в одной точке.
Решение. Из многочисленных способов решения этой задачи рассмотрим два, которые наилучшим образом, на наш взгляд «показывают суть» этой задачи.

Первый способ. В процессе доказательства мы будем использовать три вспомогательных утверждения.

1) Для любой пары окружностей 

 и 

, центры которых не совпадают и радиусы различны, существуют ровно две гомотетии, переводящие их друг в друга:

Рис. 4а
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. При этом точки S1 и S2 делят отрезок 
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 внешним и внутренним образом соответственно (см., например, Я.П. Понарин. Элементарная геометрия, том 1. – М.: МЦНМО, 2004. – стр. 210, §13.2).

2) Композицией двух гомотетий с различными центрами S1 и S2 и такими коэффициентами k1 и k2, что 
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, является гомотетия с коэффициентом 
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, причем ее центр S лежит на прямой 
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 (см., например, Я.П. Понарин. Элементарная геометрия, том 1. – М.: МЦНМО, 2004. – стр. 218, §15.1).

3) Пусть АВС – произвольный треугольник, а 
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 – его серединный треугольник (то есть треугольник, стороны которого являются средними линиями данного). Тогда 
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, где G – точка пересечения медиан треугольника ABC (см., например, Я.П. Понарин. Элементарная геометрия, том 1. – М., МЦНМО, 2004. – стр. 212, задача 2).

Теперь, для доказательства требуемого утверждения удобно ввести следующие обозначения (см. рис. 4а): 
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 – окружность, описанная около треугольника АВС; 
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 – окружность, описанная около серединного треугольника 
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 (окружность девяти точек треугольника АВС); 
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 – окружности, касающиеся окружности 
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 внешним образом в точках А1, В1 и С1 соответственно и касающиеся окружности 
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 внутренним образом в точках А, В и С соответственно.

Рассмотрим гомотетию 
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. Тогда, согласно утверждению 2), 
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 и, в силу утверждения 1), других гомотетий с отрицательным коэффициентом, переводящих описанную окружность в окружность девяти точек, не существует.

Следовательно, по утверждению 3), точка P должна тогда совпадать с точкой G пересечения медиан треугольника АВС, то есть доказано, что 
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Рассмотрев аналогично еще две композиции гомотетий 
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, получим, что 
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. Таким образом, прямые АА1, ВВ1 и СС1 пересекаются в точке пересечения медиан треугольника АВС.
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Второй способ. В процессе доказательства мы будем использовать три вспомогательных утверждения.

1) Общая точка двух касающихся окружностей лежит на линии центров этих окружностей (независимо от вида касания).

2) Центр О окружности, описанной около треугольника, точка G пересечения его медиан и ортоцентр Н треугольника лежат на одной прямой, причем OG : GH = 1 : 2 (прямая Эйлера; см., например, Я.П. Понарин. Элементарная геометрия, том 1. – М.: МЦНМО, 2004. – стр. 40, §4.4).

Рис. 4б
3) В любом треугольнике середины сторон, основания высот и середины отрезков, соединяющих его ортоцентр с вершинами лежат на одной окружности (окружность девяти точек). Центр Е этой окружности является серединой отрезка ОН, а радиус равен половине радиуса описанной окружности (см., например, Я.П. Понарин. Элементарная геометрия, том 1. – М.: МЦНМО, 2004. – стр. 48, §6.1).

Рассмотрим первые две окружности из условия задачи: окружность, описанную около треугольника, и окружность девяти точек. Пусть медиана АА2 вторично пересекает окружность девяти точек в точке А1. Проведем прямую ЕА1,которая пересечет отрезок ОА в точке О1 (см. рис. 4б) и докажем, что О1 – центр третьей окружности из условия.

Применим теорему Менелая для треугольника ОЕО1 и прямой GA1: 

. Из вспомогательных утверждений 2) и 3) следует, что EG : GO = 1 : 2 и EA1 = 

OA. Учитывая эти соотношения, получим, что O1A1 = O1A. Из полученного равенства и вспомогательного утверждения 1) следует, что окружность с центром O1 и радиусом O1A будет касаться описанной окружности в точке А, а окружности девяти точек – в точке А1. Таким образом, лежащая на медиане треугольника точка А1 совпадает с точкой А1, о которой говорится в условии задачи. Аналогично, точки B1 и C1 также лежат на медианах треугольника АВС, значит, прямые АА1, ВВ1 и СС1 пересекаются в точке G. 
Критерии проверки. Верно указана точка, в которой пересекаются данные прямые, но доказательство отсутствует или оно неверно – 1 балл; решение, в целом, верное, но не указано, что других гомотетий не существует (при первом способе решения) – 8 баллов.

№5. (Е.С. Горская) Докажите, что при a > 1 выполняется неравенство: 8(a – 1)2 + (6 + 4a – 10a2)lna + (3a2 + 4a + 1)ln2a > 0.

Решение. Заметим, что при a > 1 3a2 + 4a + 1 = (3a + 1)(a + 1) > 0. Таким образом, рассматриваемое выражение является квадратным трехчленом относительно x = lna с положительным коэффициентом при x2. Его дискриминант D = (6 + 4a – 10a2)2 – 32(3a2 + 4a + 1)(a – 1)2 = 4(a – 1)4 > 0 при a > 1. Корни трехчлена: x1 = [image: image39.wmf]22
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Следовательно, левая часть исходного неравенства раскладывается на множители: (3a2 + 4a + 1)(lna – [image: image41.wmf]22
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). Докажем, что при a > 1 второй и третий сомножители положительны. Для этого достаточно показать, что при a > 1 lna – [image: image43.wmf]22
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Для доказательства первого из этих неравенств рассмотрим функцию 
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 при a > 1, то f(a) возрастает на (1; +(). Кроме того, f(1) = 0, значит, f(a) > 0 при a > 1. 
Второе неравенство следует из того, что [image: image48.wmf]22

1

a

a

-

+

 – [image: image49.wmf]44

31

a

a

-

+

 = 
[image: image50.wmf]2

2(1)

0

(1)(31)

a

aa

-

>

++

 при a > 1.

Таким образом, исходное неравенство доказано.

Критерии проверки. Левая часть верно разложена на множители, но дальнейшие рассуждения полностью не верны или отсутствуют –  1 балл. Отметим, что в ряде работ встречалась следующая ошибка: при доказательстве того, что каждый из сомножителей положителен, использовалось неверное утверждение о том, что графики двух возрастающих функций имеют не более одной точки пересечения. (Классическим контпримером являются функции f(x) = x2 и g(x) = 2x, возрастающие на (0; +(),  пересекающиеся в точках с абсциссами 2 и 4). В некоторых работах оценка знаков сомножителей проводилась на основании построенного графика (без строгих рассуждений). В этих случаях решение оценивалось не более, чем двумя баллами.

II. В предложенных текстах (№№6 – 8) могут содержаться математические ошибки (как в утверждениях, так и в ответах, решениях или доказательствах). Если утверждение неверно – приведите контрпример и найдите ошибки в доказательстве. Если неверно только решение (доказательство) – укажите ошибки и приведите верное решение (доказательство).

№6. (предложил В.М. Гуровиц) «Задача». Известно, что x + y + z = a и x–1 + y–1 + z–1 = a–1. Какие значения может принимать выражение (x – a)(y – a)(z – a)? 
«Ответ»: 0.

«Решение». Из второго равенства следует, что (xy + yz + xz)a = xyz. Пусть xy + yz + zx = b. Тогда, используя теорему Виета, получим, что x, y и z – корни уравнения t3 – at2 + bt – ba = 0. Полученное уравнение можно записать в виде: (t2 + b)(t – a) = 0, тогда одним из корней этого уравнения является число a. Следовательно, хотя бы один из множителей искомого произведения равен нулю.
Решение. Приведенный «ответ» – верный, а в «условии» и «решении» есть неточности. Требует уточнения, какие значения (действительные или комплексные) принимают переменные x, y и z. Если комплексные, то приведенное «решение» – верное. Если только действительные, то обратная теорема Виета не применима, так как кубическое уравнение может не иметь трех действительных корней. 

Приведем два возможных способа верного решения для действительных x, y и z.
Первый способ. Как справедливо указано в «решении», из равенства 

 следует, что a(xy + yz + xz) = xyz. Учитывая также, что x + y + z = a, получим: (x – a)(y – a)(z – a) = –(a – x)(a – y)(a – z) = –a3 + (x + y + z)a2 – (xy + yz + xz)a + xyz = –a3 + a3 – xyz + xyz = 0.
Второй способ. Из условия задачи следует: 

 ( 

 ( 

 ( 

 ( 

 ( 

 ( 

. 
Значит, выполняется хотя бы одно из равенств: x = –y или y = –z или z = –x. Тогда из первого равенства в условии получим, что z = a или x = a или y = a. Это означает, что (x – a)(y – a)(z – a) = 0.

Критерии проверки. 1) Верно указаны неточность «условия» и ошибка в «решении» – 5 баллов; указано только, что «ответ» верный – 1 балл. 2) Приведено собственное верное решение – 5 баллов. Баллы за 1) и 2) суммировались. 
№7. (предложил А.Д. Блинков) «Задача». Найдите геометрическое место точек пространства, равноудаленных от двух скрещивающихся прямых.




«Решение». Пусть прямые а и b – скрещиваются. Построим отрезок АВ – их общий перпендикуляр и плоскость (, перпендикулярную АВ и проходящую через точку О – его середину (см. рис.). 

Пусть прямые a’ и b’ – ортогональные проекции прямых а и b на плоскость (. Тогда любая точка М, лежащая на биссектрисе углов, образованных прямыми a’ и b’, равноудалена от прямых а и b. 

Действительно, пусть MC и MD – перпендикуляры, опущенные из точки М на прямые a’ и b’ соответственно, A’ и B’ – ортогональные проекции точек С и D на прямые а и b. Тогда A’M(a’ и B’M(b’ (по теореме о трех перпендикулярах), значит, A’M(a и B’M(b. Кроме того, прямоугольные треугольники A’МC и B’MD равны (по двум катетам), поэтому A’M = B’M. 

Если точка М не принадлежит ни одной из биссектрис указанных углов, то она не равноудалена от сторон угла, следовательно, не равноудалена от прямых а и b (если CM ( DM, A’C = B’D, то A’M ( B’M). 

Таким образом, искомое ГМТ – две перпендикулярные прямые, лежащие в плоскости (.

Решение. Указанный «ответ» – не верен. В предложенном «решении» верно обосновано, что точки указанных прямых принадлежат искомому ГМТ, а также доказано, что в плоскости (  нет других точек, ему принадлежащих. В действительности существуют точки пространства (не лежащие в плоскости () и удовлетворяющие условию задачи.

Введя декартову систему координат в пространстве и используя затем методы аналитической геометрии, можно получить, что искомым ГМТ является поверхность второго порядка, называемая гиперболическим параболоидом (см., например, Я.П. Понарин. Элементарная геометрия, том 2. – М.: МЦНМО, 2006. – стр. 69, §2.2 и Я.П. Понарин. Аффинная и проективная геометрия. – М.: МЦНМО, 2009. – стр. 143, §40).

Критерии проверки. 1) Верно указаны ошибка в «доказательстве» – 5 баллов. 2) Приведен контрпример к полученному  утверждению 2 балла. 3) Верно указан вид поверхности, удовлетворяющий условию задачи – 3 балла. Баллы за 1), 2) и 3) суммировались. Приводить выкладки, доказывающие, что искомое ГМТ является гиперболическим параболоидом, от участников конкурса не требовалось.

№8. (предложил Ю.А. Блинков) «Теорема». Пусть h(x) = f(g(x)). Тогда, если (g’(x0) и (f’(t0), где t0 = g(x0), то (h’(x0) = f’(g(x0))(g’(x0). 

«Доказательство». Рассмотрим (h(x0) = h(x0 + (x) – h(x0) = f(g(x0 + (x)) – f(g(x0)) = f(g(x0) + (g(x0)) – f(g(x0)) = f(t0 + (t) – f(t0). Кроме того, функция g(x) дифференцируема в точке x0, поэтому непрерывна в ней, следовательно, (t ( 0 при (x ( 0.

h’(x0) = 

 = 

 = 

 = 

.

Решение. Сформулированная теорема о производной композиции функций конечно верна, а в приведенном «доказательстве» есть ошибка. А именно, при умножении числителя и знаменателя дроби на (t не учтено, что это выражение может равняться нулю. 

Приведем «классическое» доказательство этой теоремы. Рассмотрим (h(x0) = h(x0 + (x) – h(x0) = f(g(x0 + (x)) – f(g(x0)) = f(g(x0) + (g(x0)) – f(g(x0)) = f(t0 + (t) – f(t0). h’(x0) = 

. Так как (g’(x0) = 

, то 

 = g’(x0) + (((x), где (((x) – бесконечно малая при (x ( 0.
Следовательно, 

 ( 0 при (x ( 0 (так как g’(x0)(R) и 

. Получим: h’(x0) = 

 = 

 = 

 = 

, что и требовалось.

Критерии проверки. 1) Верно указана ошибка в «доказательстве» – 5 баллов. 2) Приведено верное доказательство – 5 баллов. Баллы за 1) и 2) суммировались.

Комментарий. Многие участники конкурса верно указали ошибку и пытались «исправить» приведенное «доказательство», допуская при этом другую ошибку: из того, что Dt = 0 не следует, что найдется окрестность точки x0, в которой t = const (например, для функции 

 в точке x0 = 0 это не так). 
Если действительно попытаться исправить «доказательство», рассматривая случай Dt = 0 отдельно, то этот случай необходимо, в свою очередь, разбить на два: а) существует последовательность 

 такая, что 

; б) такой последовательности не существует. В случае а) надо показать, что производная в данной точке равна нулю, а в случае б) – что найдется окрестность точки 

, где 

.

№9. (предложили А.Д. Блинков и И.В. Раскина) В различных школьных учебниках последовательность изучения тем различна. Например, в учебнике геометрии А.В. Погорелова разделы «Декартовы координаты на плоскости», «Движения» и «Векторы» изучаются в конце 8 класса (именно в таком порядке), а «Площади фигур» – в конце 9 класса. В учебнике Л.С. Атанасяна тема «Площадь» – в середине 8 класса, «Векторы» – в конце 8 класса, «Метод координат» – в начале 9 класса, «Движения» – в конце 9 класса.

С методической точки зрения оцените «плюсы и минусы» каждой из этих систем изложения геометрического материала.

Решение. Выделим основные моменты, которые, на наш взгляд, должны быть отражены при сравнении:

·  общая логика и строгость изложения материала;

·  «плюсы» и «минусы» выбранной последовательности изложения тем с точки зрения удобства освоения материала;

·  наличие и разнообразие задачного материала;

·  количество учебных часов на каждую тему, предусмотренных программой;

·  соответствие последовательностей изучения ряда тем в геометрии и в алгебре («Теорема Пифагора» и «Квадратные корни»; «Векторы», «Декартовы координаты», «Движения» – «Преобразование графиков функций»; «Геометрические преобразования» – «Функции»; «Координаты» – «Тригонометрия»,  и так далее).

·  удобство расположения темы, связанное с потребностями изучения курса физики.

Критерии проверки. Здесь не было «жестких» критериев: оценивалась логика и полнота приведенных соображений. Отметим, что проведение анализа с позиции типовых заданий ЕГЭ и ГИА не представляется нам разумным, так как задание предложено с целью обсуждения эффективности обучения математике, а не «натаскивания» на конкретную форму экзамена.
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