XIX Çàî÷íûé êîíêóðñ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè


I. Ðåøèòå çàäà÷è.


¹1. Èìåþòñÿ äåâÿòü êàðòî÷åê, íà êîòîðûõ çàïèñàíû öèôðû îò 1 äî 9. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êàðòî÷åê ìîæíî âûëîæèòü â ðÿä ñëåâà íàïðàâî òàê, ÷òîáû ÷èñëà íà ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ êàðòî÷êàõ îáðàçîâàëè äâóçíà÷íîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà? 


¹2. Ñóùåñòâóåò ëè òåòðàýäð, â êîòîðîì îñíîâàíèÿ ðîâíî äâóõ âûñîò ëåæàò âíå ãðàíåé òåòðàýäðà?


¹3. Íà óìåíüøåííîé øàõìàòíîé äîñêå ðàçìåðîì 6(6 ðàññòàâëåíû êîðîëè è ñëîíû òàê, ÷òî êîðîëè íå áüþò äðóã äðóãà è ñëîíû íå áüþò äðóã äðóãà. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ýòèõ ôèãóð ìîæåò ñòîÿòü íà òàêîé äîñêå?


¹4. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà óðàâíåíèé: � EMBED Equation.2  ���?


¹5. Íà ñòîðîíàõ îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âíå åãî ïîñòðîåíû ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè ABC1, BCA1 è CAB1. Òàêæå íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC, íî âî âíóòðåííþþ ÷àñòü ïîñòðîåíû ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè ñ öåíòðàìè O1, O2, O3. Ïóñòü L, N è K – òî÷êè, äåëÿùèå îòðåçêè AA1, BB1 è CC1 ñîîòâåòñòâåííî â îòíîøåíèÿõ 1 : 2, ñ÷èòàÿ îò âåðøèí òðåóãîëüíèêà ABC, à T – òî÷êà Òîððè÷åëëè òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî 7 òî÷åê: O1, O2, O3, L, N, K è T ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.





II. Ìåòîäè÷åñêèé áëîê.


Â çàäàíèÿõ ¹6 – ¹8 ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå îøèáêè è íåäî÷¸òû (êàê â óñëîâèÿõ «çàäà÷», òàê è â «îòâåòàõ» è «ðåøåíèÿõ»). Óêàæèòå, êîððåêòíî ëè óñëîâèå «çàäà÷è». Åñëè îíî íåêîððåêòíî, òî îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ýòî òàê. Åñëè íåâåðíî «ðåøåíèå», òî óêàæèòå âñå îøèáêè è íåäî÷¸òû, ïîÿñíèòå èõ ñóòü, à çàòåì ïðèâåäèòå âåðíîå ðåøåíèå.


� EMBED PBrush  ���


¹6. «Çàäà÷à». Äàí ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1. Äîêàæèòå, ÷òî íàèìåíüøàÿ äëèíà ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè íà äâóõ åãî ñòîðîíàõ è äåëÿùåé ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ïîïîëàì, ðàâíà � EMBED Equation.2  ���.


«Ðåøåíèå». Ïóñòü òî÷êè X è Y ëåæàò íà ñòîðîíàõ ÀÂ è ÂÑ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ñî ñòîðîíîé 1 (ñì. ðèñóíîê). Ïðîâåä¸ì îòðåçîê XY è îöåíèì åãî äëèíó. Ââåä¸ì îáîçíà÷åíèÿ: BX = x, BY = y. Ïî óñëîâèþ � EMBED Equation.2  ���. Çíà÷èò, � EMBED Equation.2  ��� = xy = � EMBED Equation.2  ���. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ èç òðåóãîëüíèêà BXY: XY2 = x2 + y2 – xy ( xy = � EMBED Equation.2  ���. Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = y, òî åñòü êîãäà XY || ÀÑ. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèìåíüøåå çíà÷åíèå äëèíû XY ðàâíî � EMBED Equation.2  ���.


¹7. «Çàäà÷à». Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü f(0), åñëè f(f(x)) = x2 – x + 1?


«Îòâåò»: f(0) = 0 èëè f(0) = 1.


«Ðåøåíèå». Çàìåòèì, ÷òî åñëè f(0) = 0, òî f(f(0)) = f(0) = 1. Àíàëîãè÷íî, åñëè f(0) = 1, òî f(f(0)) = f(1) = 1. Çíà÷èò, f(0) = 0 è f(0) = 1 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è. 


Äîêàæåì, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò. Ïóñòü f(0) = t, òîãäà f(t) = (t – 0,5)2 + 0,75. Åñëè t < 0 èëè t > 1, òî (t – 0,5)2 > 0,25, ïîýòîìó f(t) > 1. Åñëè 0 < t < 1, òî (t – 0,5)2 < 0,25, ïîýòîìó 


f(t) < 1.


¹8. «Çàäà÷à». Íà êëåò÷àòîé áóìàãå îòìå÷åíî 49 óçëîâ ñåòêè, ÿâëÿþùèõñÿ âåðøèíàìè êëåòîê êâàäðàòà 6(6. Òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè íåñêîëüêî åäèíè÷íûõ îòðåçêîâ ñ êîíöàìè â îòìå÷åííûõ óçëàõ òàê, ÷òîáû ìåæäó êàæäîé ïàðîé ñîñåäíèõ óçëîâ áûë ïóòü äëèíû íå áîëüøå, ÷åì 3. Äîêàæèòå, ÷òî ïîòðåáóåòñÿ ïðîâåñòè íå ìåíüøå, ÷åì 52 îòðåçêà.


«Ðåøåíèå». Ðåøèì ñíà÷àëà àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ 16 óçëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ âåðøèíàìè êëåòîê êâàäðàòà 3(3. Ïóñòü íåêîòîðûå èç íèõ ñîåäèíåíû åäèíè÷íûìè îòðåçêàìè òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå çàäà÷è. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîëó÷åííóþ êàðòèíêó êàê ãðàô. Â í¸ì êàæäûå äâå âåðøèíû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè 1, ñîåäèíåíû ëèáî ðåáðîì, ëèáî ïóò¸ì äëèíû 3, çíà÷èò, ýòîò ãðàô ñâÿçíûé.


Äîêàæåì, ÷òî â ãðàôå åñòü öèêë, òî åñòü îí íå ìîæåò áûòü äåðåâîì. Èç ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî â í¸ì íå ìåíüøå 16 ð¸áåð. Ðàññìîòðèì ÷åòûðå âåðøèíû, ðàñïîëîæåííûå âíóòðè êâàäðàòà. Åñëè êàæäàÿ ïàðà ñîñåäíèõ èç íèõ ñîåäèíåíà ðåáðîì, òî ýòè ð¸áðà îáðàçóþò öèêë. Åñëè æå êàêèå-òî äâå ñîñåäíèå âåðøèíû A è B íå ñîåäèíåíû ðåáðîì, òî ìåæäó íèìè åñòü ïóòü, ïðîõîäÿùèé ïî òð¸ì ñòîðîíàì îäíîé èç ïðèìûêàþùèõ ê íèì êëåòîê. Âîçüì¸ì âòîðóþ ïðèìûêàþùóþ ê íèì êëåòêó è ïîñìîòðèì íà òðè ïàðû å¸ ñîñåäíèõ âåðøèí, êðîìå A è B. Êàæäàÿ ïàðà ñîåäèíåíà ëèáî ðåáðîì, ëèáî ïóò¸ì äëèíû 3, êîòîðûé ïðè ýòîì íå ñîäåðæèò ðåáðî AB. Âìåñòå ñ ïóò¸ì ìåæäó A è B âñå îíè îáðàçóþò öèêë.


Òàêèì îáðàçîì, â êâàäðàòå 3(3 íåîáõîäèìî ïðîâåñòè íå ìåíüøå, ÷åì 16 îòðåçêîâ. Ïåðåéä¸ì ê îöåíêå êîëè÷åñòâà îòðåçêîâ äëÿ êâàäðàòà 6(6. Åñëè ðàçáèòü åãî íà ÷åòûðå êâàäðàòà 3(3, òî â íèõ ñóììàðíî äîëæíî áûòü ïðîâåäåíî õîòÿ áû 16(4 = 64 îòðåçêà. Ïðè ýòîì äâàæäû ìû ìîãëè ó÷åñòü ìàêñèìóì 12 îòðåçêîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà îáùèõ ñòîðîíàõ êâàäðàòîâ 3(3. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî îòðåçêîâ íå ìåíüøå, ÷åì 64 – 12 = 52.





III. Àíàëèòè÷åñêèé áëîê.


¹9. Â Ôåäåðàëüíóþ ðàáî÷óþ ïðîãðàììó äëÿ óãëóáë¸ííîãî èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè â 10-11 êëàññàõ âêëþ÷åíû ýëåìåíòû ëèíåéíîé àëãåáðû. Äàëåå öèòàòà èç ÔÐÏ.


«Ìàòðèöà ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû 2(2, åãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë è ñâîéñòâà, âû÷èñëåíèå åãî çíà÷åíèÿ, ïðèìåíåíèå îïðåäåëèòåëÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ðåøåíèå ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Èññëåäîâàíèå ïîñòðîåííîé ìîäåëè ñ ïîìîùüþ ìàòðèö è îïðåäåëèòåëåé». 


Ïðîàíàëèçèðóéòå öåëåñîîáðàçíîñòü, ïëþñû è ìèíóñû òàêîãî èçìåíåíèÿ øêîëüíîãî êóðñà.
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