XXI Çàî÷íûé êîíêóðñ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè


I. Ðåøèòå çàäà÷è.


¹1. Íàéäèòå x, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà lg3, lg(3x – 2) è lg(3x + 1) îáðàçóþò â óêàçàííîì ïîðÿäêå àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.


¹2. Â ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåíû 6 ðàçëè÷íûõ òî÷åê, íå âñå èç êîòîðûõ ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Êàæäóþ ïàðó òî÷åê ñîåäèíèëè îòðåçêîì. Ìîãëà ëè ïîëó÷èòüñÿ êîíñòðóêöèÿ, â êîòîðîé åñòü ðîâíî 30 ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ, âåðøèíàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îáùèå òî÷êè êàêèõ-ëèáî îòðåçêîâ?


¹3. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà à, b è ñ, ÷òî ñóììà ÍÎÄ(a2; b2) + ÍÎÄ(a; bc) + ÍÎÄ(b; ac) + ÍÎÄ(c; ab) ðàâíà ïðîñòîìó ÷èñëó?


¹4. Êâàäðàò è òðåóãîëüíèê îïèñàíû îêîëî íåêîòîðîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî âíóòðè òðåóãîëüíèêà ëåæèò áîëüøå ïîëîâèíû ãðàíèöû êâàäðàòà.


¹5. Âû÷èñëèòå, íå èñïîëüçóÿ êàëüêóëÿòîð: � EMBED Equation.2  ���.





II. Ìåòîäè÷åñêèé áëîê.


Â çàäàíèÿõ ¹6 è ¹7 ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå îøèáêè è íåäî÷¸òû (êàê â óñëîâèÿõ «çàäà÷», òàê è â «îòâåòàõ» è «ðåøåíèÿõ»). Óêàæèòå, êîððåêòíî ëè óñëîâèå «çàäà÷è». Åñëè îíî íåêîððåêòíî, òî îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ýòî òàê. Åñëè íåâåðíî «ðåøåíèå», òî óêàæèòå âñå îøèáêè è íåäî÷¸òû, ïîÿñíèòå èõ ñóòü, à çàòåì ïðèâåäèòå âåðíîå ðåøåíèå.


¹6. «Çàäà÷à». Ïåòÿ, Äèìà, Ìèøà, Ñàøà è Èëüÿ èãðàþò â ìàôèþ. Ñðåäè íèõ äâà ìàôèîçè, äâà ìèðíûõ æèòåëÿ è êîìèññàð. Ìàôèîçè çíàþò òîëüêî äðóã äðóãà, êîìèññàð çíàåò ðîëü êàæäîãî, ìèðíûå æèòåëè íå çíàþò ðîëè äðóãèõ èãðîêîâ. Ìàôèîçè âñåãäà ëãóò. Êîìèññàð è ìèðíûå æèòåëè ãîâîðÿò ïðàâäó. Ìàëü÷èêè ñäåëàëè ñëåäóþùèå çàÿâëåíèÿ (â óêàçàííîì ïîðÿäêå):


Ïåòÿ: «ß íå çíàþ, êòî Äèìà»; 


Äèìà: «ß çíàþ, êòî êîìèññàð»;


Ìèøà: «ß çíàþ, êòî Ïåòÿ»;


Ñàøà: «ß çíàþ, ÷òî Ìèøà – êîìèññàð».


Êòî Èëüÿ? 


«Îòâåò»: ìèðíûé æèòåëü.


«Ðåøåíèå». Èç Ïåòèíûõ ñëîâ ñëåäóåò, ÷òî îí íå êîìèññàð. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:


1) Ïåòÿ – ìàôèîçè. Òîãäà îí ëæåò è íà ñàìîì äåëå çíàåò, êòî Äèìà, ïîýòîìó Äèìà – âòîðîé ìàôèîçè. 


2) Ïåòÿ – ìèðíûé æèòåëü. 


Èíôîðìàöèè, êîòîðóþ Äèìà ìîã áû èçâëå÷ü èç Ïåòèíîãî âûñêàçûâàíèÿ, íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû äîãàäàòüñÿ, êòî êîìèññàð. Ïîýòîìó åñëè Äèìà ãîâîðèò ïðàâäó, òî îí ñàì è åñòü êîìèññàð. À åñëè ëæåò, òî îí – ìàôèîçè.


Åñëè áû Ìèøà áûë ìèðíûì æèòåëåì, îí ê ýòîìó ìîìåíòó åùå íå ìîã ïîíÿòü, êòî Ïåòÿ: ìèðíûé æèòåëü èëè ìàôèîçè. Åñëè Ïåòÿ è Äèìà – äâà ìàôèîçè, òî Ìèøà êîìèññàð, åñëè Ïåòÿ – ìèðíûé æèòåëü, à Äèìà – êîìèññàð, òî Ìèøà – ìàôèîçè, åñëè Ïåòÿ – ìèðíûé æèòåëü, à Äèìà – ìàôèîçè, òî Ìèøà - êîìèññàð èëè ìàôèîçè. 


Òåïåðü âèäíî, ÷òî Ñàøà, áóäó÷è ìèðíûì æèòåëåì, íå ìîæåò áûòü óâåðåí, ÷òî Ìèøà – êîìèññàð. À êîìèññàð íèêîãî äðóãîãî íàçâàòü êîìèññàðîì íå ìîæåò. Çíà÷èò, Ñàøà – ìàôèîçè. 


Òåïåðü ÿñíî ïî÷òè âñå: Ïåòÿ – ìèðíûé æèòåëü, Ñàøà – ïåðâûé ìàôèîçè, Äèìà è Ìèøà – êîìèññàð è âòîðîé ìàôèîçè (â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå), à Èëüÿ – ìèðíûé æèòåëü.


¹7. «Çàäà÷à». Â ãðàôå 2026 âåðøèí, ïðè÷¸ì ñòåïåíü êàæäîé íå ìåíåå òð¸õ. Äîêàæèòå, ÷òî â ãðàôå åñòü öèêë äëèíû íå áîëåå 19.


«Ðåøåíèå». Ïîäâåñèì ãðàô çà êàêóþ-íèáóäü âåðøèíó. Òîãäà íà ïåðâîì ýòàæå íå ìåíåå òð¸õ âåðøèí, íà âòîðîì – íå ìåíåå, ÷åì 3(2, è òàê äàëåå, íà äåñÿòîì ýòàæå –  íå ìåíåå, ÷åì 3(29 âåðøèí. Åñëè íà ýòàæå ñ íîìåðîì n, ãäå n ( 9, åñòü ðåáðî ìåæäó âåðøèíàìè äàííîãî ýòàæà, òî ïîÿâèëñÿ öèêë äëèíîé ðîâíî 2n+1 ( 19, ïîýòîìó íà ïåðâûõ äåâÿòè ýòàæàõ èç êàæäîé âåðøèíû âåäóò íà íèæíèé ýòàæ íå ìåíåå äâóõ ð¸áåð, ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîì ãðàôå áóäåò íå ìåíåå äåñÿòè ýòàæåé. Òîãäà îáùàÿ ñóììà âåðøèí íå ìåíåå 1 + 3(2 + . . . + 3(29 = 1 + 3(210– 1) = 3070. Ïðîòèâîðå÷èå.


¹8. Çàäà÷à. Áèññåêòðèñà ÂÅ è ìåäèàíà AD òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ïåðïåíäèêóëÿðíû è èìåþò îäèíàêîâûå äëèíû, ðàâíûå 4. Íàéäèòå äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.


Âîñïðîèçâåäèòå êàê ìîæíî áîëüøå ðàçëè÷íûõ «øêîëüíûõ» ñïîñîáîâ å¸ ðåøåíèÿ.





III. Ïåäàãîãè÷åñêèé áëîê.


¹9. Â ïîñëåäíèå ãîäû îáîñòðèëàñü ïðîáëåìà ïîäáîðà çàäàíèé äëÿ øêîëüíèêîâ, îñîáåííî â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà. Ìîæíî ëè (â ÷àñòíîñòè, çà ñ÷¸ò ïîäáîðà çàäà÷) îáåñïå÷èòü ñàìîñòîÿòåëüíîå âûïîëíåíèå äîìàøíèõ çàäàíèé? Åñëè Âû ñòàëêèâàëèñü ñ ýòîé ïðîáëåìîé, òî ïîäåëèòåñü ñâîèì îïûòîì å¸ ðåøåíèÿ.





�PAGE  �








�PAGE  �2�














