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1. Результаты, полученные в 2008 году
Нами получено необходимое условие неприводимости алгебры конформных эндо-

морфизмов свободного конечно-порожденного модуля над линейной алгебраической
группой.

Построение структурной теории ассоциативных конформных алгебр стало возмож-
ным после решения проблемы, поставленной в работе C. Boyallian, V.G. Kac, J. I. Libe-
rati, J. Algebra, 2003, состоявшей в доказательстве аналога теоремы Бернсайда о
неприводимых алгебрах линейных преобразований для случая конформных алгебр.
Эта проблема была окончательно решена в работе P. S. Kolesnikov, Adv. Math., 2006,
в связи с чем возник естественный вопрос: нельзя ли обобщить соответствующие ре-
зультаты на случай псевдоалгебр над данной алгеброй Хопфа H (например, обычные
алгебры — это псевдоалгебры над одномерной алгеброй H = k, конформные — над
H = k[x]).

Это оказалось возможным сделать для класса алгебр Хопфа, являющихся коорди-
натными алгебрами линейных алгебраических групп. При этом центральное понятие
алгебры конформных эндоморфизмов обретает весьма прозрачный смысл.

Пусть G — линейная алгебраическая группа, H = k[G] — ее координатная алгеб-
ра Хопфа. Назовем G-конформной алгеброй ассоциативную псевдоалгебру над H.
Структура G-конформной алгебры на левом H-модуле C полностью описывается на-
бором операций (·γ ·), γ ∈ G, таких, что

(1) для любых a, b ∈ C существует
∑

i fi ⊗ ci ∈ H ⊗C такое, что (aγb) =
∑

i fi(γ)ci;
(2) faγb = f(γ−1)(aγb), f ∈ H;
(3) aγhb = Lγh(aγb), h ∈ H.
Свойство (1) является естественным обобщением аксиомы локальности для кон-

формных алгебр. Свойства (2) и (3) связывают операции γ-умножения с действием H.
Пусть V — аффинное алгебраическое множество, для которого задано непрерывное

действие группы G × V → V . Рассмотрим множество CendG,V
n , n ≥ 1, состоящее из

всех таких отображений

a : G → Endk(Mn), Mn = H ⊗ kn,

что для любого u ∈ Mn операция (aγu) = a(γ)u, γ ∈ G, локальна в смысле (1) и
aγhu = Lγh(aγu), h ∈ H.

На множестве CendG,V
n можно определить структуру G-конформной алгебры сле-

дующим образом:

(ha)(γ) = h(γ−1)a(γ), (aγb)(g) = a(γ)b(gγ−1),

a, b ∈ CendG,V
n , h ∈ H, g, γ ∈ G.

Таким образом, G-конформную алгебру CendG,V
n можно рассматривать как сово-

купность «алгебраических» правил преобразования пространства Mn вектор-значных
регулярных функций на V при помощи группы G. Например, левый сдвиг L является
таким правилом (он играет роль единицы в G-конформной алгебре CendG,V

n ).
Нетрудно заметить, что CendG,V

n ' H ⊗A⊗Mn(k), где A = k[V ]. Для регулярного
случая V = G оказана следующая

Теорема. Пусть C ⊆ CendG,G
n — конформная подалгебра, действующая неприво-

димо на Mn, т.е. такая, что в Mn нет нетривиальных H-подмодулей, инвариантных
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относительно операторов a(γ), a ∈ C, γ ∈ G. Тогда (1⊗H ⊗ 1)C является существен-
ным левым идеалом в CendG,G

n .

Также показано, что любой (существенный) левый идеал в CendG,V
n получается

из (существенного) левого идеала в Mn(A) при помощи формального преобразова-
ния Фурье. Таким образом, получено необходимое условие неприводимости алгебры
конформных эндоморфизмов конечно-порожденного модуля над любой линейной ал-
гебраической группой.

Анализ этого условия с целью получения полного описания неприводимых кон-
формных подалгебр в CendG,G

n в общем случае представляет собой, по-видимому,
сложную задачу. При G = {e} необходимое условие, приведенное в теореме, явля-
ется достаточным (теорема Бернсайда). При |G| < ∞ категория G-конформных ал-
гебр эквивалентна категории G-градуированных обычных алгебр. В этом случае ана-
лиз неприводимых подалгебр в CendG,G

n позволяет получить классификацию простых
градуированных ассоциативных алгебр (F. van Oystaeyen, 1968) в случае алгебраиче-
ски замкнутого поля (см. также Yu. Bakhturin, M. Zaicev, S. Sehgal, 2008). Для слу-
чая аффинной прямой соответствующий анализ приводил к построению структурной
теории ассоциативных конформных алгебр с точным представлением конечного типа,
которые, в свою очередь, могут быть представлены подалгебрами в обычной алгебре
матриц над (первой) алгеброй Вейля.
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4. Педагогическая деятельность

В Новосибирском государственном университете мною читаются:
— основной курс «Теория чисел» для студентов 1 курса механико-математического

факультета НГУ;
— специальный курс «Алгебра-3» для студентов 3–5 курса и аспирантов механико-

математического факультета НГУ.
Также веду практические занятия по курсам «Высшая алгебра» и «Высшая алгебра

и алгебраическая геометрия».
В течение 2005–2008 гг. под совместным руководством Л.А. Бокутя и П.С. Колесни-

кова выполнена кандидатская диссертация И.А. Долгунцевой на тему «Когомологии
Хохшильда ассоциативных конформных алгебр», защита которой состоялась 14 но-
ября 2008 г.

5. Сравнение с заявкой

Проект исследований включал следующие направления.

1. Лиевы конформные подалгебры в gcn := Cend(−)
n , действующие неприводимо на

Mn.

Эта задача в настоящий момент является основной нерешенной задачей о конформ-
ных алгебрах. Нами реализуется подход, который может указать путь решения этой
задачи, основанный на параллели между конформными алгебрами (над G = A1) и
Z-конформными алгебрами (над G = Am ' (k∗, ·)). Второй класс алгебр хоть и менее
изучен, но имеет, по-видимому, более прозрачное строение. Первым шагом к решению
этой задачи для мультипликативной группы является приведенная выше теорема.

2.2. Отщепление радикала в подалгебрах C ⊆ Cendn.
Показано, что если C — ассоциативная конформная алгебра с точным представ-

лением конечного типа, то в ней найдется наибольший нильпотентный идеал R(C)
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(радикал) такой, что C/R(C) полупроста и тоже имеет точное представление конеч-
ного типа.

Установлено, что если C/R(C) унитальна (т.е. содержит конформную единицу),
то C = S ⊕ R(C), где S ⊆ C — конформная подалгебра. Найден пример, показы-
вающий, что без условия унитальности этот результат неверен [2]. (В диссертации
И.А. Долгунцевой был построен аппарат когомологий Хокшильда для ассоциатив-
ных конформных алгебр, позволяющий доказать возможность отщепления подалгебр
вида Curn, Cendn в любом расширении с нильпотентным ядром.)

2.3. Универсальные обертывающие для конформных супералгебр Ли.
В этом направлении получено полное описание универсально определенных пред-

ставлений конформных супералгебр серии Wn, и найдено единственное такое пред-
ставление конформной супералгебры Невью — Шварца K1 (в естественных порожда-
ющих) [4].

2.4. Автоморфизмы свободных конформных алгебр.
В этом направлении не удалось получить содержательных результатов. Но при изу-

чении свободных конформных (ассоциативных) алгебр была обнаружена связь между
диалгебрами и конформными алгебрами, ее исследованию посвящены работы [7, 8].

2.5. Получить обобщение структурных теорем о конформных алгебрах на случай
псевдоалгебр.

Удалось обобщить ключевой результат структурной теории конформных алгебр
на случай псевдоалгебр над координатной алгеброй Хопфа линейной алгебраической
группы (см. выше, а также [6, 9]). Структура псевдоалгебры этого типа описывает-
ся семейством бинарных операций, индексированным элементами группы. В частно-
сти, конформные алгебры в смысле В.Г. Каца соответствуют случаю аффинной пря-
мой. Полученный результат может являться основой для дальнейших исследований
не только конформных, но и обычных алгебр, например, алгебр дифференциальных
операторов [5].


