
Çàÿâêà íà ó÷àñòèå â êîíêóðñå Ïüåðà Äåëèíÿ
è êîíêóðñå ôîíäà "Äèíàñòèÿ"äëÿ ìîëîäûõ ìàòåìàòèêîâ

Ïëàí èññëåäîâàíèé

À.Ä. Áàðàíîâ

1. Ââåäåíèå. Ïðîåêò íàïðàâëåí íà èññëåäîâàíèå òåîðåòèêî-ôóíêöèîíàëüíûõ
è ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìîäåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ êëàññà Õàðäè è ïðîñòðàíñòâ
öåëûõ ôóíêöèé äå Áðàíæà.

Ìîäåëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà âïåðâûå ïîÿâèëèñü â ðàáîòàõ À. Áåðëèíãà äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâ íà îêðóæíîñòè è Ï.Ä. Ëàêñà äëÿ ñëó÷àÿ ïðÿìîé; â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îíè
âîçíèêàþò ïðè èññëåäîâàíèè êîèíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïîëóãðóïïû ñäâèãîâ
{St}t≥0, ãäå (Stf)(x) = f(x − t), â L2(R+). Ýêâèâàëåíòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îïèñà-
íèè ïîäïðîñòðàíñòâ â êëàññå Õàðäè H2, êîèíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ïîëóãðóïïû
(Ut)t≥0, ãäå (Utf)(x) = eitxf(x); âñÿêîå òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî èìååò âèä

K2
Θ = H2 	ΘH2,

ãäå Θ � âíóòðåííÿÿ ôóíêöèÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (ò.å. îãðàíè÷åííàÿ àíàëèòè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ ïî ìîäóëþ åäèíèöå ïî÷òè âåçäå íà R). Ïðîñòðàíñòâà K2

Θ, èõ
Lp-àíàëîãè Kp

Θ è ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ èãðàþò èñêëþ÷èòåëüíî âàæíóþ ðîëü êàê
â òåîðèè îïåðàòîðîâ, òàê è â òåîðèè ôóíêöèé [CR00, N02]; â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîñòðî-
åíèè ôóíêöèîíàëüíîé ìîäåëè Íàäÿ�Ôîéàøà äëÿ îïåðàòîðîâ ñæàòèÿ â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå (îòñþäà òåðìèí ìîäåëüíîå (ïîä)ïðîñòðàíñòâî).

Óïîìÿíåì äâà âàæíûå è åñòåñòâåííûå ïðèìåðà ìîäåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Åñëè
Θ(z) = exp(iaz), a > 0, òî K2

Θ = PWa ∩H2, ãäå PWa � ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé
Ïýëè�Âèíåðà (ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñî ñïåêòðîì â [−a, a]). Åñëè æå Θ åñòü ïðîèç-
âåäåíèå Áëÿøêå ñ íóëÿìè {zn}, òî äëÿ 1 < p ≤ ∞ ìîäåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Kp

Θ

ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì â ïðîñòðàíñòâå Lp(R) ïðàâèëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé ñ
ïîëþñàìè ñîîòâåòñòâóþùåé êðàòíîñòè â ìíîæåñòâå {zn}. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-

ëÿþò ìîäåëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííûå âíóòðåííèìè ôóíêöèÿìè Θ, ìåðî-
ìîðôíûìè âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Òàêàÿ ôóíêöèÿ Θ äîïóñêàåò ïðåäñòàâëå-
íèå Θ(z) = E(z)/E(z), ãäå E � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñî ñâîéñòâîì |E(z)| > |E(z)|, z ∈ C+

(ôóíêöèÿ èç êëàññà Ýðìèòà�Áèëåðà). Ôóíêöèÿ E ïîðîæäàåò ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî öåëûõ ôóíêöèé (ïðîñòðàíñòâî äå Áðàíæà, [Br68]) H(E), ïðè÷åì îòîáðàæåíèå
F 7→ F/E áóäåò óíèòàðíûì èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà H(E) íà K2

Θ.

Òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ äå Áðàíæà è ìîäåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ èìååò âàæíûå ïðè-
ëîæåíèÿ ê èññëåäîâàíèþ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ îïåðàòîðîâ Øðåäèíãåðà [HNP81,
R02, MP05]. À èìåííî, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå −ü + qu = λu ñ ëîêàëüíî èíòåãðèðó-
åìûì ïîòåíöèàëîì íà èíòåðâàëå (a, b), ðåãóëÿðíûì â òî÷êå a. Ñ êàæäûì ôèêñèðî-
âàííûì ñàìîñîïðÿæåííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì â òî÷êå b ñâÿæåì m-ôóíêöèþ Âåéëÿ
m(λ) = u̇λ(a)/uλ(a), λ /∈ R, ãäå uλ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ. Òîãäà Θ = m−i

m+i
áóäåò âíóò-

ðåííåé ôóíêöèåé (â ñëó÷àå êîìïàêòíîé ðåçîëüâåíòû Θ áóäåò ìåðîìîðôíîé âî âñåé
ïëîñêîñòè), è ïðåîáðàçîâàíèå Âåéëÿ�Òèò÷ìàðøà îòîæäåñòâëÿåò L2(a, b) ñ ìîäåëüíûì
ïðîñòðàíñòâîì K2

Θ. Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì uλ îòâå÷àþò âîñïðîèçâîäÿùèå
ÿäðà ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, òàêèå ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
êàê ïîëíîòà èëè áàçèñíîñòü îêàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîé-
ñòâàì äëÿ ñåìåéñòâ âîñïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð â ìîäåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ïðîñòðàí-
ñòâàõ äå Áðàíæà).
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2. Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê ñëå-
äóþùèì âîïðîñàì:

� Âåñîâûå íåðàâåíñòâà Áåðíøòåéíà äëÿ ìîäåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ è èõ
ïðèëîæåíèÿ. Ïîä íåðàâåíñòâîì òèïà Áåðíøòåéíà ìû ïîíèìàåì îöåíêó âåñîâîé íîð-
ìû ïðîèçâîäíîé ýëåìåíòà ìîäåëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â òåðìèíàõ åñòåñòâåííîé Lp-
íîðìû. Íåðàâåíñòâàì òèïà Áåðíøòåéíà â ìîäåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ïîñâÿùåí öå-
ëûé ðÿä ðàáîò. Íàïîìíèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâàõ Ïýëè�Âèíåðà èìååò ìåñòî êëàññè÷å-
ñêîå íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà ‖f ′‖Lp(R) ≤ a‖f‖Lp(R). Îáîáùåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà äëÿ
ìîäåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ áûëè ïîëó÷åíû â [L75, D91, D02, BE96], îòìåòèì îñîáåí-
íî íåðàâåíñòâî Äüÿêîíîâà [D91]: åñëè Θ′ ∈ L∞(R), òî ‖f ′‖Lp(R) ≤ C‖Θ′‖∞‖f‖Lp(R) äëÿ
f ∈ Kp

Θ. Ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå ïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòîâ ìîäåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ íà
âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, òî åñòü â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ, èññëåäîâàëîñü â [AC70, C86a].

Â ñòàòüÿõ àâòîðà [B03, B05a] ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê íåðàâåíñòâàì Áåðíøòåé-
íà, ñâÿçàííûé ñ ââåäåíèåì "èñïðàâëÿþùåãî" âåñà, çàâèñÿùåãî îò ñâîéñòâ ïîðîæäàþ-
ùåé âíóòðåííåé ôóíêöèè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñóùåñòâåííî îáîáùàþò íåðàâåí-
ñòâà Áåðíøòåéíà, öèòèðîâàííûå âûøå. Â [B05a] ïîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ îãðàíè÷åí êàê îïåðàòîð èç ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Kp

Θ â íåêîòîðîå ïðî-
ñòðàíñòâî âèäà Lp(wdµ), ãäå µ � ïðîèçâîëüíàÿ ìåðà Êàðëåñîíà, à w(z) � íåêîòîðûé
êîíêðåòíûé (è, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, îïòèìàëüíûé) âåñ, çàâèñÿùèé îò ïëîòíî-
ñòè ñïåêòðà âíóòðåííåé ôóíêöèè Θ âáëèçè òî÷êè z (ñïåêòðîì âíóòðåííåé ôóíêöèè
íàçûâàþò íàèìåíüøåå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå íóëè ôóíêöèè Θ è íîñè-
òåëü ñèíãóëÿðíîé ìåðû, ïîðîæäàþùåé ñèíãóëÿðíûé ñîìíîæèòåëü). Ïðèâåäåì òî÷íûå
ôîðìóëèðîâêè äâóõ ñëåäñòâèé ýòîãî ðåçóëüòàòà:

1. Ïóñòü ε ∈ (0, 1) è ïóñòü dε îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå äî ìíîæåñòâà óðîâíÿ
{|Θ| < ε}. Òîãäà ‖f ′dε‖p ≤ C(p)‖f‖p äëÿ f ∈ Kp

Θ, 1 < p <∞.
2. Äëÿ ïðèëîæåíèé âàæåí êëàññ îäíîêîìïîíåíòíûõ ôóíêöèé Θ òàêèõ, ÷òî ìíî-

æåñòâî {|Θ| < ε} ñâÿçíî äëÿ íåêîòîðîãî ε ∈ (0, 1). Åñëè Θ � îäíîêîìïîíåíòíàÿ
ôóíêöèÿ ñ íåîãðàíè÷åííûì ñïåêòðîì, òî ‖f ′/Θ′‖p ≤ C(Θ, p)‖f‖p.

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâ Áåðíøòåéíà â ìîäåëüíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ ÿâëÿþòñÿ âåñîâûå îöåíêè íåêîòîðûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ.

Êàê ïðèëîæåíèå âåñîâûõ íåðàâåíñòâ Áåðíøòåéíà äîêàçàíû íîâûå âàðèàíòû òåî-
ðåì âëîæåíèÿ êàðëåñîíîâñêîãî òèïà, ò.å. íàéäåíû óñëîâèÿ íà ìåðó µ â çàìêíóòîé
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, äîñòàòî÷íûå äëÿ âëîæåíèÿ Kp

Θ ⊂ Lp(µ), à òàêæå äëÿ êîì-
ïàêòíîñòè ïîäîáíîãî âëîæåíèÿ. Çàäà÷à îá îïèñàíèè òàêèõ âëîæåíèé ïîñòàâëåííàÿ
Êîíîì â 1982, îñòàåòñÿ îòêðûòîé [NV02, N02]. Ïîëó÷åííîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ÿâ-
ëÿåòñÿ íàèáîëåå îáùèì èç èçâåñòíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ, è ñîäåðæèò öåëûé ðÿä èç-
âåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ Êîíó [C86b], Âîëüáåðãó è Òðåèëþ [VT86], Ñèìå
è Ìåéòñîíó [CM03].

� Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåì âîñïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð (ïîëíîòà, îïè-
ñàíèå áàçèñîâ Ðèññà è èõ óñòîé÷èâîñòü). Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ãåîìåòðè-
÷åñêèå ñâîéñòâà ñåìåéñòâ âîñïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð â ìîäåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ è ïðî-
ñòðàíñòâàõ äå Áðàíæà ïðåäñòàâëÿþò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ. Âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî
ïðîñòðàíñòâà K2

Θ èìååò âèä

kλ(z) =
1−Θ(λ)Θ(z)

z − λ
, λ, z ∈ C+.

Ñëåäóåò óïîìÿíóòü, ÷òî â ñëó÷àå Θ(z) = exp(iaz) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îòîáðàæà-
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åò ïðîñòðàíñòâî K2
Θ íà L2(0, a), ïðè÷åì ñèñòåìå âîñïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð {kλn} îòâå-

÷àåò ñèñòåìà ýêñïîíåíò {eiλnt}. Òàêèìè îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå âîïðîñû ïîëíîòû è
áàçèñíîñòè ñåìåéñòâà âîñïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð îêàçûâàþòñÿ êëàññè÷åñêèìè (è î÷åíü
òðóäíûìè) çàäà÷àìè î ñåìåéñòâàõ ýêñïîíåíò. Ïåðâàÿ èç íèõ ðåøàåòñÿ çíàìåíèòîé
òåîðåìîé Áåðëèíãà�Ìàëüÿâåíà î ðàäèóñå ïîëíîòû [BM61, K92]. Íîâûé ïîäõîä ê çà-
äà÷å î ïîëíîòå ýêñïîíåíò è âîñïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð áûë ïðåäëîæåí â íåäàâíåé ñòàòüå
Ìàêàðîâà è Ïîëòîðàöêîãî [MP05]. Îïèñàíèå áàçèñîâ èç ýêñïîíåíò íà îòðåçêå áûëî
íàéäåíî Ïàâëîâûì, Íèêîëüñêèì è Õðóùåâûì [P79, HNP81]. Â ðàáîòå [HNP81] áû-
ëî òàêæå ïîëó÷åíî îïèñàíèå áàçèñîâ Ðèññà èç âîñïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð â ìîäåëüíîì
ïîäïðîñòðàíñòâå K2

Θ ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè supn |Θ(λn)| < 1.
Â ïðèëîæåíèÿõ âàæíóþ ðîëü èãðàåò óñòîé÷èâîñòü ïîëíîòû èëè áàçèñíîñòè ñåìåé-

ñòâà âîñïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð. Ïóñòü êîìïëåêñíûå ÷èñëà ("÷àñòîòû") µn áëèçêè ê λn
â òîì èëè èíîì ñìûñëå. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, äëÿ êàêèõ ìàëûõ âîçìóùå-
íèé ñâîéñòâà ïîëíîòû/áàçèñíîñòè ñèñòåìû ñîõðàíÿþòñÿ? Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
îá óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñåìåéñòâ ýêñïîíåíò ïðèíàäëåæàò Ïýëè�Âèíåðó, Ðåäõåôôåðó è
Êàäåöó (òåîðåìà îá 1/4).

Â [B05b, B06a] ïîëó÷åí ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ îá óñòîé÷èâîñòè ïîëíîòû è áàçèñ-
íîñòè. Â ÷àñòíîñòè ïîêàçàíî, ÷òî áàçèñû Ðèññà óñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé,

ìàëûõ â ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêå ρ(λ, µ) =
∣∣∣µ−λ
µ−λ

∣∣∣: åñëè {kλn} � áàçèñ Ðèññà, à

ρ(λn, µn) < ε(1 − |Θ(λn)|)α äëÿ íåêîòîðîãî α > 1/3 è äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0, òî
{kµn} òàêæå áóäåò áàçèñîì Ðèññà.

Äðóãèå ðåçóëüòàòû îòíîñèòñÿ ê âîçìóùåíèþ âàæíîãî êëàññà áàçèñîâ â ìîäåëüíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ � îðòîãîíàëüíûõ áàçèñîâ äå Áðàíæà�Êëàðêà, îòâå÷àþùèõ âåùåñòâåí-
íûì ÷àñòîòàì. Ýòè ðåçóëüòàòû îáîáùàþò òåîðåìû Êîíà [C86b] è Ôðèêåíà [F01] îá
óñòîé÷èâîñòè. Â äîêàçàòåëüñòâå ðåçóëüòàòîâ îá óñòîé÷èâîñòè áàçèñîâ Ðèññà ïðèìå-
íÿëèñü íåðàâåíñòâà Áåðíøòåéíà äëÿ ìîäåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîëíîòû ñåìåéñòâ âîñïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð ìû èñïîëüçóåì ìåòî-
äû ðàáîò [BH06, MP05]. Íàïðèìåð, â [B06a] ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå óñëîâèå, äîñòàòî÷íîå
äëÿ óñòîé÷èâîñòè: Ïóñòü ñåìåéñòâî {kλn} ïîëíî â K2

Θ, à ôóíêöèÿ R(t) =
∑

n

∣∣λn−µn

t−λn

∣∣
îãðàíè÷åíà íà R. Òîãäà ñåìåéñòâî {kµn} òàêæå ïîëíî â K2

Θ. Äëÿ ñåìåéñòâà {ksn} ñ
sn ∈ R ïîëó÷åíû êðèòåðèè ïîëíîòû â òåðìèíàõ âåðõíåé è íèæíåé ïëîòíîñòè îòíîñè-
òåëüíî íîñèòåëÿ íåêîòîðîãî áàçèñà äå Áðàíæà�Êëàðêà.

� Äîïóñòèìûå ìàæîðàíòû äëÿ ìîäåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, òåîðåìû òèïà
Áåðëèíãà�Ìàëüÿâåíà. Íåîòðèöàòåëüíóþ íà R ôóíêöèþ w íàçûâàþò äîïóñòèìîé
ìàæîðàíòîé äëÿ ïðîñòðàíñòâà KΘ, åñëè íàéäåòñÿ íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ f ∈ KΘ òàêàÿ,
÷òî |f(x)| ≤ w(x) ï.â. íà R (ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ ìàæîðàíò äëÿ KΘ îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Adm(Θ)). Åñòåñòâåííîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå äîïóñòèìîñòè � ñõîäèìîñòü
ëîãàðèôìè÷åñêîãî èíòåãðàëà L(w) =

∫
R log+w−1 dΠ < ∞, ãäå log+ t = max(log t, 0), à

Π îáîçíà÷àåò ìåðó Ïóàññîíà íà R, dΠ(t) = π−1(1 + t2)−1dt.
Îïèñàíèå äîïóñòèìûõ ìàæîðàíò äëÿ ïðîñòðàíñòâà Ïýëè�Âèíåðà ÿâëÿåòñÿ êëàñ-

ñè÷åñêîé çàäà÷åé. Øèðîêèé êëàññ äîïóñòèìûõ ìàæîðàíò îïèñûâàåòñÿ çíàìåíèòîé
òåîðåìîé Áåðëèíãà�Ìàëüÿâåíà î ìóëüòèïëèêàòîðå: åñëè L(w) < ∞ è Ω = − logw �
ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ íà R, òî w � äîïóñòèìàÿ ìàæîðàíòà äëÿ âñÿêîãî PWa, a > 0.

Äîïóñòèìûå ìàæîðàíòû äëÿ ìîäåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ îáùåãî âèäà áûëè âïåðâûå
ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ Õàâèíà è Ìàøðåãè [HM03a, HM03b]. Èõ ïîäõîä îñíîâàí íà
èçó÷åíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà ôóíêöèè Ω = − logw. Â ÷àñòíîñòè, â ñòàòüå
[HM03a] äàí ñëåäóþùèé êðèòåðèé äîïóñòèìîñòè (ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå êëàñ-
ñà Adm(Θ) â òåðìèíàõ àðãóìåíòà ôóíêöèè Θ): íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ w, óäî-
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âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Ω ∈ L1(Π), ïðèíàäëåæèò êëàññó Adm(Θ) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ arg Θ + 2Ω̃ ïðåäñòàâèìà (ïî ìîäóëþ 2π) êàê ïðåîáðàçîâàíèå
Ãèëüáåðòà ëîãàðèôìà íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè.

Òàêæå â ðàáîòå [HM03b] áûëî íàéäåíî óñëîâèå íà ôóíêöèþ f , îáåñïå÷èâàþùèå
òàêîå ïðåäñòàâëåíèå è ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ f â ñðåäíåì âåäåò ñåáÿ êàê
äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ. Óëó÷øåíèå ýòîãî äîñòàòî÷íîãî óñëî-
âèÿ ïîëó÷åíî â ñîâìåñòíîé ðàáîòå àâòîðà è Â.Ï. Õàâèíà [BH06], ãäå òàêæå äîêàçàíî
ñóùåñòâîâàíèå ìèíèìàëüíûõ ìàæîðàíò ñ îïðåäåëåííûìè ýêñòðåìàëüíûìè ñâîéñòâà-
ìè. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïîëîæèòåëüíûõ (ò.å. îò-
äåëåííûõ îò íóëÿ íà ëþáîì êîìïàêòå) ìèíèìàëüíûõ ìàæîðàíò, èññëåäîâàííûé â
[HM03a, BH06, B06b].

Â ðàáîòàõ [HM03a, HM03b, BH06, B06b] äîñòèãíóòî õîðîøåå ïîíèìàíèå êëàññà äî-
ïóñòèìûõ ìàæîðàíò â äâóõ ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ: äëÿ ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå ñ ðåä-
êèìè íóëÿìè, áëèçêèìè ê ìíèìîé îñè (ñëó÷àé ìåäëåííîãî ðîñòà àðãóìåíòà) è äëÿ
ïðîèçâåäåíèé ñ ëèíåéíûì (êàê äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ïýëè�Âèíåðà) èëè áîëåå áûñòðûì
ðîñòîì àðãóìåíòà. Ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ñèòóàöèÿìè èìååòñÿ îïðåäåëåííûé çàçîð. Â
ñòàòüå [BBH07] ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ïðîÿñíÿþùèå ñâÿçü ìàæîðàíò ñ ðàñïðåäåëå-
íèåì íóëåé äëÿ öåëîãî ðÿäà òèïîâûõ ðàñïðåäåëåíèé íóëåé (íóëè â ïîëîñå èëè ïî-
ëóïîëîñå, èìåþùèå ñòåïåííîé ðîñò, íóëè ñ áûñòðûì êàñàòåëüíûì ïðèáëèæåíèåì ê
âåùåñòâåííîé ïðÿìîé).

Â ñåðèè ñîâìåñòíûõ ðàáîò ñ Õ. Âîðà÷åêîì [BW1, BW2, BW3] áûëà èññëåäîâàíà
ñâÿçü äîïóñòèìûõ ìàæîðàíò è ñòðóêòóðà ïîäïðîñòðàíñòâ â ïðîñòðàíñòâàõ äå Áðàí-
æà. Íàïîíèì, ÷òî îäíî èç èíòåðåñíåéøèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâ äå ÁðàíæàH(E) ñîñòî-
èò â óïîðÿäî÷åííîñòè èõ ïîäïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå ñàìè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè äå
Áðàíæà â ìåòðèêå, óíàñëåäîâàííîé èç H(E); êëàññ òàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ìû îáîçíà-
÷àåì ÷åðåç Sub(E). Îäèí èç öåíòðàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè äå Áðàíæà óòâåðæäàåò,
÷òî ìíîæåñòâî ïîäïðîñòðàíñòâ äàííîãî ïðîñòðàíñòâà, ãðóáî ãîâîðÿ, ñ "îäèíàêîâûìè"
âåùåñòâåííûìè íóëÿìè, óïîðÿäî÷åíî ïî âêëþ÷åíèþ [Br68]. Òåîðèÿ äå Áðàíæà ãàðàí-
òèðóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ, îäíàêî òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî äëÿ çàäàííîé (ñêàæåì, â âèäå áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ) ôóíêöèè E íå ñóùå-
ñòâóåò êîíñòðóêòèâíîãî ñïîñîáà îïðåäåëèòü âñå ïîäïðîñòðàíñòâà èç Sub(E).

Ïóñòü ìàæîðàíòà w(z), çàäàíà íà ïîäìíîæåñòâå D ⊂ C+ ∪ R è ëîêàëüíî îòäåëå-
íà îò íóëÿ â D ∩ C+. Ñ êàæäîé òàêîé ìàæîðàíòîé ñâÿæåì êëàññ ôóíêöèé Rw(E)
� çàìûêàíèå ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà H(E) ìíîæåñòâà ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ìàæî-
ðèðîâàíèå max(|F (z)|, F (z)|) ≤ Constw(z), z ∈ D. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî Rw(E)
ïðèíàäëåæèò Sub(E), òî åñòü áóäåò ïðîñòðàíñòâîì äå Áðàíæà. Áîëåå òîãî, âñÿêîå
ïîäïðîñòðàíñòâî èç Sub(E) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òàêèì îáðàçîì. Ïðè ýòîì, âñÿêîå
ïîäïðîñòðàíñòâî áåç îáùèõ âåùåñòâåííûõ íóëåé ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ
ìàæîðèðîâàíèÿ âäîëü ìíèìîé îñè ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ êàíîíè÷åñêèõ ìàæîðàíò
[BW2]. Ïîäïðîñòðàíñòâî ïîðîæäåíî ìàæîðàíòîé, çàäàííîé íà R, òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ñðåäíèé òèï ôóíêöèè E (ò.å. lim supy→∞ log |E(−iy)|
|E(iy)| ) ðàâåí íóëþ [BW1].

3. Ïðîåêò áóäóùèõ èññëåäîâàíèé. Ïëàíèðóåòñÿ ïðîäîëæèòü èññëåäî-
âàíèÿ ìîäåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ è ïðîñòðàíñòâ äå Áðàíæà â ñëåäóþùèõ íàïðàâëåíèÿõ.

� Óñå÷åííûå îïåðàòîðû Òåïëèöà. Óñå÷åííûì îïåðàòîðîì Òåïëèöà (ÓÎÒ) íà-
çûâàþò ñóæåíèå êëàññè÷åñêîãî îïåðàòîðà Òåïëèöà íà ìîäåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ
ïîñëåäóþùèì ïðîåêòèðîâàíèåì. Ïóñòü ϕ ∈ L2(T), òîãäà îïðåäåëèì îïåðàòîð Aϕ íà
ëèíåéíûõ êîìáèíàöèÿõ âîñïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð â K2

Θ ôîðìóëîé Aϕf = PΘ(ϕf), ãäå
PΘ � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà ìîäåëüíîå ïðîñòðàíñòâî K2

Θ â åäèíè÷íîì êðóãå.
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Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ îïåðàòîðâ Òåïëèöà, äåéñòâóþùèõ íà âñåì ïðîñòðàíñòâå
Õàðäè, óñå÷åííûé îïåðàòîð Òåïëèöà Aϕ ìîæåò áûòü â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðîäîëæåí
äî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà íà K2

Θ äàæå â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîãî ñèìâîëà ϕ.
Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå ÓÎÒ áûëî íåäàâíî íà÷àòî â ðàáîòå Ä. Ñàðàñîíà [S07],

îäíàêî ìíîãèå åñòåñòâåíûå âîïðîñû äëÿ íèõ îñòàþòñÿ îòêðûòûìè. Òàê, äî ïîñëåäíåãî
âðåìåíè áûë îòêðûò ïîñòàâëåííûé â [S07] âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ó îãðàíè÷åííîãî
ÓÎÒ îãðàíè÷åííîãî ñèìâîëà (îòìåòèì, ÷òî ñèìâîë íååäèíñòâåíåí). Àâòîðîì ïîñòðîåí
ïåðâûé êîíòðïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åííûå ÓÎÒ áåç îãðà-
íè÷åííîãî ñèìâîëà (è áåç ñèìâîëà èç Lp(T) ïðè p > 2). Áîëåå òîãî, èñïîëüçóÿ èäåþ
Ñàðàñîíà, ìû ïîêàçàëè, ÷òî òàêîé îïåðàòîð ìîæåò áûòü îïåðàòîðîì ðàíãà îäèí. Ýòè
ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [BCFMT].

Ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîäîëæèòü èññëåäîâàíèå ÓÎÒ è èõ ñâîéñòâ â çàâèñèìîñòè îò ãåî-
ìåòðèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ è, â ÷àñòíîñòè, ïîëíîñòüþ ðåøèòü
âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ó ÓÎÒ îãðàíè÷åííîãî ñèìâîëà. Â [BCFMT] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ
ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ îäíîòî÷å÷íîé ñèíãóëÿðíîé ôóíêöèåé è äëÿ ïðîñòðàíñòâ
Ïýëè�Âèíåðà â ñëó÷àå ïîëóïëîñêîñòè (ïðè ýòîì ÓÎÒ îêàçûâàþòñÿ òåñíî ñâÿçàííûìè
ñ îïåðàòîðàìè ñâåðòêè òèïà Âèíåðà�Õîïôà) îãðàíè÷åííûé ÓÎÒ îáÿçàòåëüíî èìååò
îãðàíè÷åííûé ñèìâîë. Íà äàííûé ìîìåíò åñòåñòâåííîé êàæåòñÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî
ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ îäíîêîìïîíåíòíûõ âíóòðåííèõ ôóíêöèé. Åùå îäíà òåìà
èññëåäîâàíèé � ñâÿçü ÓÎÒ è ìåð Êàðëåñîíà äëÿ K2

Θ. Çäåñü òîæå èìååòñÿ ðÿä âàæíûõ
îòêðûòûõ âîïðîñîâ, íàïðèìåð, âåðíî ëè, ÷òî âñÿêèé ïîëîæèòåëüíûé îãðàíè÷åííûé
ÓÎÒ ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðîé ìåðîé Êàðëåñîíà [S07].
� Ãèïîòåçà Ôåéõòèíãåðà äëÿ âîñïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð ìîäåëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âåäóòñÿ èíòåíñèâíûå èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ãè-
ïîòåçîé Ôåéõòèíãåðà (ÃÔ) î âîçìîæíîñòè ðàçáèåíèÿ ôðåéìà â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå â êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå áàçèñîâ Ðèññà (ñì., íàïðèìåð, [CCLV05, CT06]).
Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hn} â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H íàçûâàþò
ôðåéìîì, åñëè ñóììà

∑
|(h, hn)H |2 äîïóñêàåò äâóñòîðîííþþ îöåíêó ÷åðåç ‖h‖2. Ýòà

çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ ðàâíîñèëüíà öåëîìó ðÿäó äðóãèõ èçâåñòíûõ ïðîáëåì è, ïðåæäå
âñåãî, çíàìåíèòîé ãèïîòåçå Êàäèñîíà�Çèíãåðà äëÿ C∗-àëãåáð.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå ÃÔ äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñåìåéñòâ â ôóíêöèî-
íàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, è â ÷àñòíîñòè äëÿ ñåìåéñòâ âîñïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð. Äëÿ ìíî-
ãèõ êëàññè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñïðàâåäëèâîñòü ÃÔ äëÿ ÿäåð âûòåêàåò èç èçâåñòíûõ
ðåçóëüòàòîâ îá èíòåðïîëÿöèè, îäíàêî äëÿ ìîäåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ âîïðîñ îòêðûò è, â
ñèëó ñëîæíîé è íå ïîëíîñòüþ èçó÷åííîé ãåîìåòðèè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ, âåðîÿòíî ÿâëÿ-
åòñÿ íåïðîñòûì. Ñóùåñòâóåò ìíåíèå (Í.Ê. Íèêîëüñêèé), ÷òî èìåííî ñðåäè ñåìåéñòâ
ÿäåð â ìîäåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ñëåäóåò èñêàòü êîíòðïðèìåð ê ÃÔ. Çàìåòèì,
÷òî ñâîéñòâî ôðåéìà äëÿ ñåìåéñòâà íîðìèðîâàííûõ ÿäåð òî÷êàõ λn îçíà÷àåò, ÷òî
äëÿ íåêîòîðîé äèñêðåòíîé ìåðû ñ íàãðóçêàìè â λn èìååò ìåñòî âëîæåíèå äàííîãî
ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â L2(µ) ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ íîðì.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ê.Ì. Äüÿêîíîâûì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ãèïîòåçà Ôåéõòèíãå-
ðà ñïðàâåäëèâà â K2

Θ äëÿ ñåìåéñòâ {kλn} ñî ñâîéñòâîì supn |Θ(λn)| < 1 è äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà Θ � îäíîêîìïîíåíòíàÿ âíóòðåííÿÿ ôóíêöèÿ (ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü ðåçóëü-
òàòû èç [B05b] îá óñòîé÷èâîñòè áàçèñîâ Êëàðêà. Ìû ïëàíèðóåì ïðîäîëæèòü èññëå-
äîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñåìåéñòâ âîñïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð â ìîäåëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ, ñâÿçàííûõ ñ ãèïîòåçîé Ôåéõòèíãåðà, âûäåëèòü íîâûå êëàññû ìîäåëüíûõ
ïðîñòðàíñòâ, äëÿ êîòîðûõ ãèïîòåçà ñïðàâåäëèâà, è ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü êîíòðïðè-
ìåð â îáùåì ñëó÷àå.
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