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Метод интегральных представлений для голоморфных функций играет важную
роль как в самом комплексном анализе (см. [1, 4, 5, 6]), так и в ряде других областей,
например, в алгебраической геометрии [2, 7], и математической физике [5, 8]. Если речь
вести об интегральных формулах вида

f(z) =

∫
Γ

f(ζ)ω(ζ, z), (1)

в которых ядра ω(ζ, z) являются замкнутыми дифференциальными формами, а множе-
ствами интегрирования Γ служат циклы, то можно заметить тесную связь концепции
интегральных представлений с теорией вычетов [1, 7]. Здесь дело в том, что форму-
ла (1) эквивалентна тому, что вычет относительно цикла Γ для ядра ω = ω(ζ, 0) (т.е.
интеграл ω по Γ) равен единице.

Исторически первыми интегральными представлениями были:
- формула Коши для полицилиндра, доказанная А.Пуанкаре [19] в 1887г.
- формула Бохнера-Мартинелли для шара [17] (1938), [9] (1943).
Соответствующие ядра указанных формул в n-мерном пространстве следующие:

ωK =
1

(2πi)n
dζ1

ζ1

∧ . . . ∧ dζn
ζn
,

ωBM =
(n− 1)!

(2πi)n

n∑
k=1

(−1)k−1ζ̄kdζ̄[k] ∧ dζ

|ζ|2n
.

В каком-то смысле эти две формулы явились эталонными, из которых впоследствии на
основе гомологических и когомологических процедур был построен ряд других инте-
гральных представлений (формулы Вейля, Коши-Фантапье и т.д.).

В 1999г. А.К.Цих [20] заметил, что эталонные ядра ω = ωK и ω = ωBM обладают
свойством:

ω регулярна в области, наивысшая нетривиальная группа когомологий которой
имеет одну образующую, представленную формой ω.

Так, ядро Коши ωK регулярно в комплексном торе (C r {0})n, который гомотопи-
чески эквивалентен вещественному тору Tn, и ядро Бохнера-Мартинелли регулярно
в проколотом пространстве Cn r {0}, гомотопически эквивалентном сфере S2n−1. Та-
ким образом, гомотопические типы областей регулярности указанных форм представ-
ляются связными ориентируемыми компактными многообразиями, поэтому для ком-
плексного тора наивысшая нетривиальная группа когомологий есть Hn((C r {0})n), а
для проколотого пространства — группа H2n−1(Cn r {0}), причем эти группы одно-
мерны. Еще одна общая специфика ядер ωK и ωBM состоит в том, что их сингуляр-
ностями являются наборы из координатных подпространств: наборы гиперплоскостей
{ζ1 = 0}, . . . , {ζn = 0} для ядра Коши и набора из одного нульмерного подпространства
{ζ = 0} = {ζ1 = 0, . . . , ζn = 0} — для ядра Бохнера-Мартинелли. В связи с этим в [20]
было введено следующее
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Определение [20], [21]. Набор (координатных) плоскостей {Eν} ⊂ Cd (не обя-
зательно равных размерностей) называется атомарным, если наивысшая нетриви-
альная группа когомологий их дополнения является одномерной, т.е.

Hk(Cd r
⋃

Eν) '
{

C, k = k0,
0, k > k0

для некоторого k0. Образующая ω группы Hk0(Cdr
⋃
Eν) называется ядром для набора

{Eν}.
Примером не атомарного набора плоскостей служит тройка координатных прямых

{ζ2 = ζ3 = 0}, {ζ1 = ζ3 = 0}, {ζ1 = ζ2 = 0} в пространстве C3.
Для атомарности набора плоскостей необходимы ограничения комбинаторного ха-

рактера на их взаимное расположение. Оказывается, если набор кодировать опреде-
ленным образом в помощью веера (многогранного конического полиэдра в Rn), то он
будет атомарным. Таким образом, атомарные наборы тесно связаны с теорией тори-
ческих многообразий (о теории таких многообразий см. книги Оды [18], Фултона [14],
а также [3], [10]–[13], [16], [15]). Частным случаем торических многообразий является
комплексное проективное пространство CPn. Известно, что ядро Бохнера-Мартинелли
в Cn+1 тесно связано с формой объема для метрики Фубини-Штуди проективного про-
странства CPn (см. [2] или [4]). А именно, при диагональном действии одномерного тора
C r {0} на Cn+1 r {0}

ζ → λζ

форма ωBM преобразуется к виду

ω(ζ) =
dλ

λ
∧ ω0([ζ])

с инвариантной формой ω0([ζ]) — формой объема Фубини-Штуди. Общее n-мерное то-
рическое многообразие X, ассоциированное с веером Σ ⊂ Rn, подобно проективному
пространству, получается как фактор

X = [Cd r Z(Σ)]/C r
∗ ,

где Z(Σ) — объединение атомарного набора плоскостей, а C r
∗ — комплексный тор (C r

{0})r.

Проведенные исследования

Одним из центральных результатов, полученных ранее является построение клас-
са интегральных представлений в d-круговых полиэдрах пространства Cd, с ядрами,
обобщающими ядро интегрального представления Бохнера-Мартинелли.

Рассмотрим пространство Cd переменных ζ1, . . . , ζd. Соотношения
a11|ζ1|2 + . . .+ a1d|ζd|2 = ρ1,
...
ar1|ζ1|2 + . . .+ ard|ζd|2 = ρr

(2)

при фиксированном ρ = (ρ1, . . . , ρr) ∈ Rr определяют множество Γ = Γ(ρ).
Рассмотрим область D = Dρ в пространстве Cd переменных z, определенную систе-

мой неравенств
|zk1|2 + . . .+ |zkm|2 < R i1,...,in

k1,...,km
(ρ), (3)

где каждое неравенство соответствует примитивному набору vk1 , . . . , vkm веера Σ, а
R i1,...,in
k1,...,km

(ρ) — образ выражения

|ζk1|2 + . . .+ |ζkm|2 − ci1|ζi1|2 − . . .− cin|ζin|2

при отображении (2).

2



Теорема 1 Пусть функция f(ζ) голоморфна в области W , определяющейся неравен-
ствами 

a11|ζ1|2 + . . .+ a1d|ζd|2 < ρ1
...
ar1|ζ1|2 + . . .+ ard|ζd|2 < ρr,

и непрерывна в замыканииW . Тогда в пересечении D∩W , где область D, определяется
неравенствами (3), справедливо интегральное представление

f(z) =
1

C

∫
Γ

f(ζ − z)ω(ζ),

где цикл Γ = Γ(ρ) определяется равенствами (2).

Проект будущих исследований

Классической задачей компьютерной алгебры является исключение неизвестных из
систем нелинейных уравнений в символьном виде. Для систем алгебраических урав-
нений одно из таких решений успешно реализовано на основе теории многомерных
вычетов [27]–[29]. Однако для широкого класса математических моделей эта пробле-
ма возникает и для уравнений более общего вида. Первым этапом ее решения является
вычисление степенных сумм корней нелинейной системы. Оказывается, что в ряде слу-
чаев методы, развитые ранее, работают и для систем голоморфных функций, имеющих
бесконечное множество корней. Здесь могут быть получены конечные формулы для
вычисления степенных сумм.

Рассматриваются системы нелинейных уравнений вида:

fj(z) = 0, j = 1, . . . , n, (4)

где z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, а fj — целые или мероморфные функции в Cn. Если fj являют-
ся полиномами, то формулы для вычисления степенных сумм корней через коэффици-
енты fj известны (см., например, [27]–[29]). Их вывод основан на теории многомерных
вычетов, в частности, логарифмическом вычете и вычете Гротендика. На этих фор-
мулах основан метод исключения неизвестных, предложенный Л.А.Айзенбергом [27] и
развитый затем в [28].

Как правило, система алгебраических уравнений имеет конечное число корней и
поэтому любые степенные суммы корней корректно определены. Если система (4) не
алгебраическая, то число корней может стать бесконечным и, следовательно, степенные
суммы корней становятся неопределенными.

В качестве этапов проекта планируется исследование следующих задач:

1. Построение класса торических вычетов — аналогов логарифмического вычета и
вычета Гротендика с помощью построенного класса интегральных представлений.

2. Построение многомерных аналогов рекуррентных формул Ньютона для неалгеб-
раических систем уравнений на основе построенных многомерных торических вы-
четов.

3. Разработка методов исключения неизвестных для возможно более широкого клас-
са систем нелинейных уравнений, используя торические вычеты наряду с лога-
рифмическим вычетом и вычетом Гротендика.

4. Компьютерная реализация методов исключения неизвестных из систем нелиней-
ных уравнений.
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В качестве результатов планируется получить следующие:

Теорема 2 Для функции ϕ, голоморфной в области W справедлива формула

1

C ′

∫
Γ

ϕ(ζ)ω(f(ζ)) =
∑
a∈E

µa(f)ϕ(a),

где E — множество нулей системы f(ζ) = 0, а µa(f) — так называемая динамическая
кратность нуля a.

Теорема 3 Для системы уравнений (4), где функции Qj(z) определены равенствами

Qj(z) =
∑
‖α‖<kj

ajαz
α,

справедливы следующие рекуррентные формулы Ньютона для всех m = 0, . . . , n:∑
j1<...<jm

∑
‖αj1+...+αjm‖>‖β−k[j1,...,jm]‖

aj1
αj1

. . . ajm
αjmσαj1+...+αjm+k[j1,...,jm]−β

=
∑

j1<...<jm

∑
αj1+...+αjm=β−k[j1,...,jm]

aj1
αj1

. . . ajm
αjmk1 . . . kn

(
∆αj1 ...αjm

kj1 . . . kjm
− 1

)
,

если все компоненты β неотрицательны и∑
j1<...<jm

∑
‖αj1+...+αjm‖>‖β−k[j1,...,jm]‖

aj1
αj1

. . . ajm
αjmσαj1+...+αjm+k[j1,...,jm]−β

= −
∑

j1<...<jm

∑
αj1+...+αjm=β−k[j1,...,jm]

aj1
αj1

. . . ajm
αjmk1 . . . kn

в противном случае.

Также планируется расширить результат теоремы 1 путем рассмотрения торических
многообразий, задающихся невыпуклыми веерами, вычислить первую группу когомо-
логий гладких некомпактных торических многообразий любой размерности и получить
новые результаты о голоморфном продолжении с гиперповерхностей в торические мно-
гообразия.

Преподавательский опыт и педагогические планы

Я преподавал в университете Миссури (Ролла, США) в течение пяти семестров, где
читал лекции по курсам “введение в линейную алгебру и аналитическую геометрию”,
“математический анализ”, “обыкновенные дифференциальные уравнения”.

Также я преподавал в Красноярском государственном университете и Сибирском
федеральном университете. Читал лекции по высшей математике, математическому
анализу, дифференциальной геометрии и топологии, теории функций комплексного пе-
ременного. Вел спецсеминар по теории функций многих комплексных переменных. Ру-
ковожу написанием курсовых работ.

В дальнейшем планирую чтение таких дисциплин, как теория функций действитель-
ного переменного, функциональный анализ, специальных курсов по теории функций
многих комплексных переменных и теории гомологий. Также планирую осуществлять
научное руководство написанием дипломных работ и диссертаций.
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