
План исследования
Темой исследований является приложение методов Монте-Карло и Квази Монте-
Карло для решения систем линейных алгебраических уравнений.

Полученные в ходе исследований результаты могут быть применены для решения
задач математической физики, сводимых к интегральным уравнениям второго рода,
в теории массового обслуживания, опционного ценообразованиия, телекоммуникации
и прочих областей.

Проведенные исследования

• Был предложен и обоснован стохастический метод для экспериментальной оцен-
ки погрешности методов квази Монте-Карло (далее КМК).

Как известно, метод КМК для оценки интеграла состоит в применении куба-
турной формулы, узлы которой являются квазислучайными векторами. Одной
из сложностей в применении метода КМК является тот факт, что трудно по-
лучить теоретическое значение оценки погрешности метода RN [f ], где

RN [f ] =

∫

[0,1]s

f(X)dX −
N∑

j=1

Ajf(Xj).

Предлагается следующий стохастический метод оценки погрешности. Берется

оценка метода КМК J0 = 1
n

n∑
j=1

f(Xj), где Xj – квазислучайные вектора (размер-

ности s). Для оценки ее погрешности строится набор стохастических оценок
вида

J =
1

N

N∑
j=1

f({Xj + Ξ}),

где Ξ ∈ [0, 1]s – случайный вектор размерности s, компоненты которого неза-
висимы и равномерно распределены на [0,1], {} - операция взятия дробной ча-
сти. Полученные стохастические оценки усредняются, и для искомой оценки
погрешности строится доверительный интервал. Полученная стохастическая
оценка сверху для ошибки КМК имеет практическую полезность, так как тео-
ретическая оценка через неравенство Коксма-Хлавки сложна для вычисления.

• Предложена и изучена модификация методов Монте-Карло (МК) и квази Монте-
Карло (далее - КМК) для решения систем линейных алгебраических уравнений,
применимая, в том числе, при нарушении условия мажорантной сходимости для
методов МК; указаны методы оптимизации предложенных оценок.

Известно, что существуют определенные ограничения, налагаемые на класс за-
дач, которые могут быть решены путем моделирования траекторий случайных
процессов. Во-первых, это естественные ограничения, связанные с возможно-
стью представления решения в виде интеграла по траекториям. Во-вторых, это
ограничения, связанные с известным невысоким порядком убывания погреш-
ности стохастических методов – для достижения точности порядка ε требуется
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проследить порядка 1/ε2 траекторий. Чтобы ослабить первое ограничение мо-
жет быть использована предлагаемая модификация метода МК. Для ослабле-
ния второго ограничения эта модификация применяется для метода КМК по
аналогии, что увеличивает скорость сходимости.

Идея модификации. Рассмотрим задачу решения системы линейных алгебра-
ических уравнений вида X = AX + F . Применение метода МК предполагает

оценку суммы ряда Неймана X =
∞∑
i=0

AiF . Модификация метода МК заключа-

ется в вычислении суммы конечного числа k слагаемых этой суммы:

X = F + AF + . . . + AkF + εk,

где εk – систематическая погрешность, такая, что ‖εk‖ ≤ ‖A‖k+1 ‖F‖
1−‖A‖ 7→ 0 при

k 7→ ∞, если в качестве нормы взять спектральный радиус.

Если вектор X0 есть начальное приближение для рассматриваемой системы ли-
нейных уравнений, то алгоритм модифицированного метода имеет следующий
вид:

– Z ← AX0 + F ;

– на первом шаге вычисляется оценка ξ1 = AY , где Y = AX0 − X0 + F ,
Z ← Z + ξ1;

– на втором шаге оценивается ξ2 = AY , где Y = ξ1 – оценка, полученная на
первом шаге, Z ← Z + ξ2;

– на шаге k оценивается ξ = AY , где Y = ξk−1 – оценка, полученная на шаге
k-1, Z ← Z + ξk.

В качестве оценки X берется Z. Конструкция AY обозначает оценку произве-
дения матрицы A и вектора Y, полученную с помощью метода МК.

• Было доказано, что предложенная модификация уменьшает конструктивную
размерность, что упрощает применение квазислучайных чисел и увеличивает
скорость сходимости по сравнению с квази Монте-Карло при решении систем
линейных алгебраических уравнений.

Также было доказано, что что модифицированный метод КМК точнее, чем мо-
дифицированный метод МК в O(

√
N

ln N
) и точнее, чем обычный КМК в O(lns−1 N)

раз, где s - средняя длина траектории в методе КМК.

• Была показана эффективность применения методов Монте-Карло и квази Монте-
Карло совместно с методом верхней релаксации в ряде случаев.

Применение модифицированных методов МК и КМК дает следующие преимуще-
ства:

• ослабляется условие мажорантной сходимости, то есть при решении уравнения
X = AX +F условие |λ1(|A|)| < 1 заменяется менее строгим условием |λ1(A)| <
1, где λ1 – максимальное собственное число матрицы системы, |A| — матрица,
составленная из модулей компонент матрицы A;

• остаток модифицированного метода КМК убывает быстрее, чем остаток КМК;
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• свойства параллелизма алгоритма, унаследованные им от МК и КМК, имеют
место за счет введения крупнозернистого параллелизма, что позволяет уско-
рить вычисления с помощью модифицированного метода КМК при наличии
нескольких процессоров;

• модифицированные методы МК и КМК могут сочетаться с методами увели-
чения скорости сходимости итерационного процесса (в частности, с методом
верхней релаксации).

Проект будущих исследований

• Приложение методов Монте-Карло к методам Метрополиса и моделированию
наноструктур. Исходная система линейных алгебраических уравнений вида X =
AX + F эквивалентна системе с новой переменной

λX = AX + Fy,

λy = y.

Собственные числа новой системы уравнений есть все собственные числа матри-
цы A и единица. После такого преобразования в цепи Маркова, использованной
для нахождения решения исходной системы, появляется неоднородность:

P = y + pP
. Здесь p – начальное распределение, P – матрица переходных вероятностей,
P = pP – исходная цепь Маркова, y – поглощающее состояние. Таким образом,
система линейных алгебраических уравнений может быть решена аналогом ме-
тода Метрополиса, с использованием случайного поиска экстремума: миними-
зируется сумма квадратов невязок системы.

• Сравнение трудоемкостей метода квази Монте-Карло и метода квази Монте-
Карло, примененного совместно с методом верхней релаксации.

• "Применение модифицированных методов Монте-Карло и квази Монте-Карло
совместно со стохастическим аналогом многосеточного метода для решения си-
стем линейных алгебраических уравнений большой размерности. То есть первое
приближение решения системы линейных алгебраических уравнений рассмат-
ривается грубо на крупной сетке. Потом сетка измельчается, получаем второе
приближение. И так далее.
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