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îïä É îïë. áÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ.
ôÅÏÒÉÑ É ÒÁÚÍÉÎËÁ.

÷ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ÍÙ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ ÔÏÌØËÏ Ó ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.
ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Á ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ, a É b. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ Õ ÎÉÈ ÏÂÝÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ | ÔÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ c,
ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ËÁË a, ÔÁË É b, É ÍÎÏÇÏ ÌÉ ÉÈ? ïÄÎÏ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ c ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ 1. âÙ×ÁÅÔ
ÔÁË, ÞÔÏ ÜÔÉÍ ÄÅÌÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ | ÔÏÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ a É b ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, 15 É 43
×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ. âÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÅÓËÏÌØËÏ. îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ
ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÅÌ a É b É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÁÂÂÒÅ×ÉÁÔÕÒÏÊ îïä(a; b). ñÓÎÏ, ÞÔÏ Ä×Á ÞÉÓÌÁ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ ÅÓÌÉ É
ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ.

1) îÁÊÄÉÔÅ îïä(43; 1543), îïä(1255; 2008).
ûËÏÌØÎÁÑ ÐÒÁËÔÉËÁ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ îïä ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. üÔÏÔ

ÓÐÏÓÏÂ ÞÁÓÔÏ ÕÄÏÂÅÎ, ÎÏ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÂÏÌØÛÏÊ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË: ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ
ÔÒÕÄÎÏ. ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÎÁÊÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, îïä(54739; 205757).

åÓÔØ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ. åÇÏ ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÀÔ
å×ËÌÉÄÕ, ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ×ÅÌÉÞÁÊÛÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÄÒÅ×ÎÏÓÔÉ. å×ËÌÉÄ ÖÉÌ × III-II × ÄÏ Î.Ü. × áÌÅËÓÁÎÄÒÉÉ, Á ÐÏ ÄÒÕÇÉÍ
ÉÓÔÏÞÎÉËÁÍ, × äÁÍÁÓËÅ. ïÓÔÁ×ÉÌ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÏÞÉÎÅÎÉÊ, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ × ÌÁÔÉÎÓÉÈ É ÁÒÁÂÓËÉÈ ÐÅÒÅ×ÏÄÁÈ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÚÎÁ-
ÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ | ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ 13-ÔÉ ËÎÉÇ "îÁÞÁÌÁ" ("Elements") | ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ
ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÔÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ. áÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ÏÐÉÓÁÎ × VIII ËÎÉÇÅ ÎÁÞÁÌ É ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ,
áÒÈÉÔÕ ôÁÒÅÎÔÓËÏÍÕ.

2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ a > b, ÔÏ îïä(a; b) = îïä(b; a− b).
3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ a = bk + r, ÔÏ îïä(a; b) = îïä(b; r).
îÁ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ 3) É ÏÓÎÏ×ÁÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ îïä. âÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÑÔ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÁ

ÍÅÎØÛÅÅ É ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Ë ÐÁÒÅ (ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÓÔÁÔÏË). ó ÎÅÊ ÐÏÓÔÕÐÁÀÔ ÔÁË ÖÅ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, ÐÏËÁ × ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ
ÐÁÒÅ ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁÃÅÌÏ ÎÁ ÍÅÎØÛÅÅ. üÔÏ ÓÁÍÏÅ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ
ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ.

4) ðÏÞÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ É ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÕÖÎÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ?
5) îÁÊÄÉÔÅ îïä(54739; 205757).
ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ. äÌÑ

×ÓÑËÉÈ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÎÁÊÔÉ ÉÈ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ | ÞÉÓÌÏ, ËÒÁÔÎÏÅ ÉÍ ÏÂÏÉÍ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÂÝÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ
ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ a É b ÐÏÄÏÊÄ£Ô, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ab. îÏ ÉÎÏÇÄÁ ÅÓÔØ ÏÂÝÉÅ ËÒÁÔÎÙÅ, ÍÅÎØÛÉÅ, ÞÅÍ ab. óÁÍÏÅ
ÍÁÌÅÎØËÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ËÒÁÔÎÙÍ ÞÉÓÅÌ a É b É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ îïë(a; b). äÌÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ
ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ îïë ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 10.

úÁÄÁÞÉ:
6) ðÕÓÔØ îïä(a; b) = d. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ a

d É b
d ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ.

7) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ Á) îïä(12345678; 87654321), Â) îïä(2n2 − 1; n + 1), ×) îïä(111 : : : 11; 111 : : : 11) (× ÐÅÒ×ÏÍ ÞÉÓÌÅ
m, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ n ÅÄÉÎÉÃ).

8) ëÏÌÑ ÂÅÒ£Ô ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÂÕÍÁÖÎÙÊ ÌÉÓÔ m × n ÓÍ, ÏÔÒÅÚÁÅÔ ÏÔ ÎÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔ É ËÉÄÁÅÔ ÅÇÏ ÎÁ ÐÏÌ. ïÔ
ÏÓÔÁ×ÛÅÇÏÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÎ ÓÎÏ×Á ÏÔÒÅÚÁÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔ, ËÉÄÁÅÔ ÎÁ ÐÏÌ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ.
þÔÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ × ÒÕËÁÈ Õ ëÏÌÉ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÚÁËÏÎÞÉÔ Ó×ÏÀ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÐÒÉÓÔÕÐÉÔ Ë ÕÂÏÒËÅ ÍÕÓÏÒÁ?

9) ðÕÓÔØ u = îïë(a; b), Á m | ËÁËÏÅ-ÔÏ ÄÒÕÇÏÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ a É b. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ u|m. (ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÒÁÚÄÅÌÉÔÅ
m ÎÁ u Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ.)

10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ îïä(a; b) ·îïë(a; b) = ab.
11) îÁ ËÏÌØÃÅ×ÏÊ ÌÉÎÉÉ ÍÅÔÒÏ 323 ÓÔÁÎÃÉÉ. ðÏÅÚÄ-ÜËÓÐÒÅÓÓ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ 57-ÏÊ ÓÔÁÎÃÉÉ (ÔÏ ÅÓÔØ, ÎÁ

1-ÏÊ, 58-Ê, 115-Ê É Ô. Ä.). óËÏÌØËÏ ÐÅÒÅÇÏÎÏ× ÐÒÏÅÄÅÔ ÐÏÅÚÄ ÐÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÓÎÏ×Á ×ÐÅÒ×ÙÅ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÎÁ 1-ÏÊ ÓÔÁÎÃÉÉ?
îÁ ÓËÏÌØËÉÈ ÓÔÁÎÃÉÑÈ ÏÎ Ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ? óËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ?

12) úÁÄÁÎÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a. ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ îïä(n2 + a; (n+ 1)2 + a)?
13) öÅÎÑ ÐÒÙÇÁÅÔ ÐÏ ÖÅÌÅÚÎÏÊ ÄÏÒÏÇÅ ÌÉÂÏ ×ÐÅÒ£Ä ÎÁ 15 ÛÐÁÌ, ÌÉÂÏ ÎÁÚÁÄ ÎÁ 43 ÛÐÁÌÙ. óÍÏÖÅÔ ÌÉ öÅÎÑ (ÌÏ×ËÏ

Õ×ÏÒÁÞÉ×ÁÑÓØ ÏÔ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÐÏÅÚÄÏ×) ÄÏÐÒÙÇÁÔØ ÏÔ íÏÓË×Ù ÄÏ îÉÖÎÅÇÏ îÏ×ÇÏÒÏÄÁ?
14) åÓÔØ Ä×Å ÂÁÎËÉ, £ÍËÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÙ 310 ÍÌ É 210 ÍÌ. íÏÖÎÏ ÌÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÂÁÎÏË ÐÅÒÅÌÉÔØ ÉÚ

ÐÏÌÎÏÊ ÂÏÞËÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ × ÔÁËÕÀ ÖÅ ÐÕÓÔÕÀ 3 Ì ×ÏÄÙ? 10 ÍÌ ×ÏÄÙ? 45 ÍÌ ×ÏÄÙ?
15) æÁÌØÛÉ×ÏÍÏÎÅÔÞÉË âÉÌÌ ÐÅÞÁÔÁÅÔ ÂÁÎËÎÏÔÙ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×ÏÍ 17 ÄÏÌÌÁÒÏ×, Á ÆÁÌØÛÉ×ÏÍÏÎÅÔÞÉË äÖÉÍ | ÂÁÎË-

ÎÏÔÙ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×ÏÍ 23 ÄÏÌÌÁÒÁ. äÖÉÍ ÚÁÄÏÌÖÁÌ âÉÌÌÕ 10 ÄÏÌÌÁÒÏ×. ëÁË ÉÍ ÒÁÓÐÌÁÔÉÔØÓÑ (Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ
ÎÁÐÅÞÁÔÁÎÎÙÅ ÉÍ ËÕÐÀÒÙ)? ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÐÏÓÏÂÏ×.

õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÉÄÁ ax + by = c, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÄÉÏÆÁÎ-
ÔÏ×ÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ Ó Ä×ÕÍÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ c 6 ...îïä(a; b), ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.
ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ, ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÅÓÌÉ c ...îïä(a; b), ÔÏ ÒÅÛÉÔØ ÜÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ÷ÓËÏÒÅ ÍÙ ÎÁÕÞÉÍÓÑ ÜÔÏ
ÄÅÌÁÔØ.
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