
Óðîêè �89-90 20.04.10Ïðîèçâîäíàÿ. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ1. �àçáîð äîìàøíåãî çàäàíèÿ.537. Èññëåäóéòå íà äè��åðåíöèðóåìîñòü f(x) = sin |x| − 1.Äëÿ sin |x| íåò �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé, êîòîðîé ìîæíî âîñïîëüçîâàòü-ñÿ. Îäíàêî ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü �óíêöèþ íà îòäåëüíûõ ïðîìåæóòêàõ:1) x > 0: f(x) = sin x− 1, f ′(x) = cosx;2) x < 0: f(x) = − sin x− 1, f ′(x) = − cosx;3) x = 0: âñïîìíèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ � ýòî ïðåäåë ïðè x→ 0, ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿïðîèçâîäíîé íàì íåîáõîäèìà îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé ïîâåäåíèå �óíêöèè ïîä÷èíÿåòñÿíåêîòîðûì çàêîíàì. Íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî f(x) = sin x− 1, ïîñêîëüêó â ëþáîé îêðåñò-íîñòè íóëÿ åñòü îòðèöàòåëüíûå òî÷êè, â êîòîðûõ f(x) 6= sinx− 1, íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî
f(x) = −1, ïîòîìó ÷òî â ìàëåíüêîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè íóëÿ f(x) 6= −1. Ïîýòîìóíóæíî èñêàòü ïðîèçâîäíóþ íåïîñðåäñòâåííî:

f ′(0) = lim
x→0

f(x) + 1

x
.Îäíàêî ìû çíàåì, ÷òî (sinx − 1)′ = 1 â òî÷êå 0 è (− sinx − 1)′ = −1 â òî÷êå 0,ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî f ′(0) = lim

x→0−0

f(x)+1
x

= −1 è f ′(0) = lim
x→0+0

f(x)+1
x

= 1, ò. å.îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû â íóëå íå ñîâïàäàþò, çíà÷èò, ïðåäåëà íå ñóùåñòâóåò, çíà÷èò,�óíêöèÿ íå äè��åðåíöèðóåìà â íóëå.1362: Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ
f(x) =







x2 sin
1

x
, x 6= 0;

0, x = 0â òî÷êå x = 0. Ñóùåñòâóåò ëè lim
x→0

f ′(x)?Íàéäåì f ′(x) ïðè x 6= 0: f ′(x) = 2x sin 1
x
+ x2 cos 1

x
· (− 1

x2 ) = 2x sin 1
x
− cos 1

x
.

lim
x→0

= 2x sin 1
x
= 0, à lim

x→0
cos 1

x
íå ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó lim

x→0
f ′(x) íå ñóùåñòâóåò.Íàéäåì f ′(0). Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å, çäåñü íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî â íóëå

f(x) = x2, ïîñêîëüêó â ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè íóëÿ f(x) 6= x2. �àññìîòðèì
lim
x→0

f(x)
x

= lim
x→0

x sin 1
x
= 0, ïîýòîìó f ′(0) = 0.1383: Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a > 0 êàñàòåëüíàÿ, ïðîâåäåííàÿ ê ãðà�èêó

y =
√
1 + ax è ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé y = x

2
, íàõîäèòñÿ íà ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè îòíà÷àëà êîîðäèíàò?Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé: y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0). Íàéäåì f ′(x0):

f ′(x0) =
a

2
√
1 + ax0



Åñëè ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû, òî èõ óãëîâûå êîý��èöèåíòû ðàâíû, ïîýòîìó f ′(x0) =
1
2,ïîýòîìó ìîæåì âûðàçèòü x0: x0 = a2−1

a
, è íàéòè f(x0): f(x0) = a. Òàêèì îáðàçîì,óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä:

y =
1

2
x−

(

a+
1

a

)

.Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìàÿ íàõîäèòñÿ íà ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò,êîãäà îíà íàõîäèòñÿ íà ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè ïî îñè îðäèíàò îò íà÷àëà êîîðäèíàò,ò.å. êîãäà y(0) ìèíèìàëüíî. Â äàííîì ñëó÷àå (a+ 1
a
) > 2, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿïðè a = 1

a
= 1, ïîýòîìó îòâåò: ïðè a = 1.2. Ñàìîñòîÿòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷Ñààêÿí: 534, 529, 531, 532, 538, 540, 1214, 1216, 1381, 1382, 1370, 1371 (òîëüêî ïóíêòûà)3. Äîìàøíåå çàäàíèå Ñààêÿí 529á, 531á, 535á, 538á, 541á, 613á, 1377, 1378, 1382.Óðîêè �91-92 22-23.04.10Íåêîòîðûå òåîðåìû î äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèÿõ1. Íåêîòîðûå �àêòû èç òåîðèè ìíîæåñòâ.Îïðåäåëåíèå 1. s íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà X ⊂ R (îáîçíà÷à-åòñÿ s = supX), åñëè1) ∀x ∈ X âûïîëíåíî x 6 s;2) ∀M ∈ R òàêîãî, ÷òî ∀x ∈ X âûïîëíåíî x 6 M , ñïðàâåäëèâî s 6M .

i íàçûâàåòñÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà X ⊂ R (îáîçíà÷àåòñÿ i = infX), åñëè1) ∀x ∈ X âûïîëíåíî x > i;2) ∀m ∈ R òàêîãî, ÷òî ∀x ∈ X âûïîëíåíî x > m, ñïðàâåäëèâî i > m.Àêñèîìà Äåäåêèíäà:Åñëè ìíîæåñòâà A,B ⊂ R óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:
1. ∀a ∈ A, ∀b ∈ B âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî a 6 b;

2. ∀ε > 0, ∃a ∈ A, b ∈ B | b− a < ε;òî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî òàêîå ÷èñëî c, ÷òî a 6 c 6 b äëÿ âñåõ a ∈ A è b ∈ B.Tåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè òî÷íîé ãðàíè. Åñëè ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî ñâåðõó,òî ñóùåñòâóåò åãî òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü. Åñëè ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî ñíèçó, òî ñó-ùåñòâóåò åãî òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî X ⊂ R îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òîãäà ñóùåñòâóåòM ∈ Ròàêîå, ÷òî ∀x ∈ X âûïîëíåíî x 6 M . Îáîçíà÷èì çà B ìíîæåñòâî ÷èñåë b òàêèõ, ÷òî
∀x ∈ X âûïîëíåíî x 6 b. Ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî, ïîñêîëüêóM ∈ B. Ïóñòü A = R\B.
A òîæå íå ïóñòî, ïîñêîëüêó X ⊂ A. Òîãäà



1) ∀a ∈ A, ∀b ∈ B âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî a 6 b. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a ∈ A, òîñóùåñòâóåò x0 ∈ X òàêîé, ÷òî a 6 x0 (èíà÷å áû a ïðèíàäëåæàëî B). Íî òîãäà ∀b ∈ B

a 6 x0 6 b.2) ∀ε > 0, ∃a ∈ A, b ∈ B | b − a < ε. ×òîáû ýòî äîêàçàòü, âûáåðåì ïðîèçâîëüíûåýëåìåíòû a1 ∈ A è b1 ∈ B. Îíè ñóùåñòâóþò, ïîñêîëüêó X è B íåïóñòûå. Ïóñòü çàäàíî
ε > 0. Åñëè b1 − a1 < ε, òî óñëîâèå âûïîëíåíî. Åñëè æå íåò, òî ðàññìîòðèì ÷èñëî
a1+b1

2 . Ýòî ÷èñëî ïðèíàäëåæèò ëèáî A, ëèáî B (ïîòîìó ÷òî A ∪ B = R). Åñëè îíîïðèíàäëåæèò A, ïîëîæèì a2 = a1+b1
2 , à b2 = b1. Åñëè îíî ïðèíàäëåæèò B, òî íàîáîðîò.È òàê äàëåå áóäåì äåéñòâîâàòü, íà êàæäîì øàãå ïîëó÷àÿ [ai, bi], äëèíà êîòîðîãî â

2i ðàç ìåíüøå íà÷àëüíîãî îòðåçêà. �àíî èëè ïîçäíî ìû ïîëó÷èì òàêèå an è bn, ÷òî
bn − an < ε, ïîñêîëüêó lim

n→∞
1
2n

= 0.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìíîæåñòâ A è B âûïîëíåíà àêñèîìà Äåäåêèíäà, çíà÷èò, ∃!s òàêîå,÷òî
a 6 s 6 b äëÿ âñåõ a ∈ A, b ∈ B.Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî s � òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà X. Ïîñêîëüêó

X ⊂ A, òî èç ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî x 6 s äëÿ âñåõ X, à èç ïðàâîé÷àñòè íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî s 6 M äëÿ ëþáîé âåðõíåé ãðàíè M .Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ó ìíîæåñòâà, îãðàíè÷åííîãî ñíèçó, ñóùåñòâóåò òî÷-íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü.2. Ñâîéñòâà äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé.Îïðåäåëåíèå 2. Êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè �óíêöèè y = f(x) íàçûâàþòñÿ òî÷êè ååîáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè ðàâíà íóëþ èëè íå ñóùåñòâóåò.Ïðèìåðû:1) f(x) = x3; D(f) = R; f ′(x) = 3x2; x0 = 0 � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà.2) g(x) = |x− 1|; D(g) = R; g′(1) íå ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó x0 = 1 � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà.3) h(x) =
√
x− 2; D(h) = [−2; +∞); h′(−2) íå ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó, x0 = −2 �êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà.Îïðåäåëåíèå 3. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) �óíêöèè

y = f(x), åñëè ∃δ > 0 | x ∈ (x0 − δ; x0 + δ) ⇒ f(x) 6 (ge)f(x0). Çíà÷åíèå f(x0)íàçûâàåòñÿ ìàêñèìóìîì (ìèíèìóìîì) �óíêöèè.Åñëè òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà èëè òî÷êîé ìèíèìóìà �óíêöèè y = f(x),òî îíà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà ýòîé �óíêöèè. Çíà÷åíèÿ �óíêöèè â òî÷êàõýêñòðåìóìà íàçûâàþòñÿ ýêñòðåìóìàìè �óíêöèè.Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé òî÷êè ýêñòðåìóìà è êðèòè÷åñêèå òî÷êè? Íà ýòîò âîïðîñäàåò îòâåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Tåîðåìà Ôåðìà. Åñëè òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà �óíêöèè y = f(x) èñóùåñòâóåò f ′(x0), òî f ′(x0) = 0.�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû: â òî÷êå ýêñòðåìóìà êàñàòåëüíàÿ ê ãðà�èêó ïàðàë-ëåëüíà îñè àáñöèññ.



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé
f ′(x0) = lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.Ïóñòü f ′(x0) = a 6= 0. Äîïóñòèì, a > 0 (åñëè a < 0, äîêàçàòåëüñòâî áóäåò àíàëîãè÷íî).Ïîñêîëüêó

∀ε > 0∃δ > 0 | 0 < |x− x0| < δ ⇒
∣

∣

∣

∣

f(x)− f(x0)

x− x0
− a

∣

∣

∣

∣

< ε,èëè, åñëè ðàñêðûòü ìîäóëü, a−ε < f(x)−f(x0)
x−x0

< a+ε. Ïîñêîëüêó a > 0, ìîæíî âûáðàòü
ε òàêîå, ÷òî a− ε > 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

∃δ > 0 | |x− x0| < δ ⇒ f(x)− f(x0)

x− x0
> 0,èëè











{

f(x)− f(x0) > 0;

x− x0 > 0;
{

f(x)− f(x0) < 0;

x− x0 < 0.Íî, ïîñêîëüêó â ëþáîé δ-îêðåñòíîñòè x0 åñòü òàêèå x, ÷òî x − x0 > 0, è òàêèå, ÷òî
x− x0 < 0, òî ýòà ñîâîêóïíîñòü ïðîòèâîðå÷èò íàëè÷èþ ýêñòðåìóìà â òî÷êå x0.Ñëåäñòâèå. Òî÷êà ýêñòðåìóìà �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé.Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè ýêñòðåìóìà �óíêöèè èìååò ñìûñë èñêàòü òîëüêî ñðåäè åå êðè-òè÷åñêèõ òî÷åê, íî íå êàæäàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà áóäåò ÿâëÿòüñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà.Ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è:730à: f(x) = x sinx+ cosx, íàéòè òî÷êè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà.
f ′(x) = x cosx, ïðîçèâîäíàÿ ñóùåñòâóåò íà R, ðàâíà íóëþ â òî÷êàõ {0; π2 + πk, k ∈ Z}.Ìû íàøëè êðèòè÷åñêèå òî÷êè, íî êàê ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè òî÷êàìè ìàêñèìóìàèëè ìèíèìóìà? Äëÿ ýòîãî ïîíàäîáÿòñÿ åùå òåîðåìû.Tåîðåìà Âåéåðøòðàññà. Åñëè �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a; b], òî îíà äîñòèãàåòíà [a; b] ñâîåãî ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ íåïðåðûâíà íà [a; b], òî îíà îãðàíè÷åíà íà [a; b],èëè ìíîæåñòâî Ef îãðàíè÷åíî. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò s = supEf . Äîêàæåì, ÷òî ñóùå-ñòâóåò x1 ∈ [a; b] òàêîé, ÷òî f(x1) = s, òîãäà, î÷åâèäíî, x1 áóäåò òî÷êîé ìàêñèìóìà.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ íå äîñòèãàåò íà îòðåçêå ñâîåé âåðõíåé ãðàíè, ýòî çíà÷èò,÷òî s− f(x) > 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ [a; b]. �àññìîòðèì �óíêöèþ

ϕ(x) =
1

s− f(x)
.Ýòà �óíêöèÿ íåïðåðûâíà íà [a; b] êàê ÷àñòíîå íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, íå îáðàùàþ-ùèõñÿ â íîëü. Çíà÷èò, îíà îãðàíè÷åíà íà [a; b], ò. å. ñóùåñòâóåò M > 0 òàêîå, ÷òî



ϕ(x) 6M äëÿ âñåõ x ∈ [a; b], èëè
1

s− f(x)
< M,îòêóäà

f(x) < s− 1

M
.Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî s = supEf , çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, èñóùåñòâóåò x1 ∈ [a; b] òàêîé, ÷òî f(x1) = supEf , ò.å. x1 � òî÷êà ìàêñèìóìà.Äîñòèæåíèå ìèíèìóìà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî (ââîäèòñÿ i = inf Ef , ðàññìàòðèâà-åòñÿ �óíêöèÿ ψ(x) = 1

f(x)−i
< N , òîãäà f(x) > i + 1

N
, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî

i = inf).Áëàãîäàðÿ òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó:Tåîðåìà �îëëÿ. Åñëè �óíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà [a; b], äè��åðåíöèðóåìà íà
(; b) è f(a) = f(b), òî ñóùåñòâóåò x0 ∈ (; b)|f ′(x0) = 0.�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû: äëÿ �óíêöèè y = f(x), óäîâëåòâîðÿþùåé äàííûìóñëîâèÿì, ñóùåñòâóåò x0 ∈ (; b), â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê ãðà�èêó �óíêöèè ïàðàë-ëåëüíà îñè Ox.Äîêàçàòåëüñòâî.1) Åñëè äëÿ âñåõ x ∈ [a; b] f(x) = const, òî f ′(x) = 0 íà [a; b].2) Ïóñòü f(x) íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé �óíêöèåé íà [a; b]. Òàê êàê äàííàÿ �óíêöèÿíåïðåðûâíà íà [a; b], òî íà ýòîì îòðåçêå ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà äîñòèãàþòñÿ ååìàêñèìóì M è ìèíèìóì m, ïðè÷åì, òàê êàê f(x) 6= const, òî m 6= M , à òàê êàê
f(a) = f(b), òî õîòÿ áû îäíî èç íèõ îáÿçàíî äîñòèãàòüñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå ýòîãîîòðåçêà, òî åñòü â èíòåðâàëå (a; b). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò x0 ∈ (a; b) | f(x0) =Mèëè f(x0) = m. Ñëåäîâàòåëüíî, x0 � òî÷êà ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà. Ïîýòîìó, ïîòåîðåìå Ôåðìà, f ′(x0) = 0, ÷.ò.ä.Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å 370à.Ïóñòü a è b � ñîñåäíèå êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Äîêàæåì, ÷òî f(a)− f(x) ñîõðàíÿåò çíàêíà âñåì ïðîìåæóòêå (a; b). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòà �óíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü ãäå-òîâ òî÷êå c ∈ (a; b), òî äëÿ îòðåçêà [a; c] âûïîëíåíà òåîðåìà �îëëÿ, òîãäà íà [a; c] ñóùå-ñòâóåò êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà, íî a è b � ñîñåäíèå êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Ïîýòîìó f(a)−f(x)íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, à çíà÷èò, ïî ðàíåå äîêàçàííîé òåîðåìå, ñîõðàíÿåò çíàê.Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè ìû âîçüìåì òðè ñîñåäíèå êðèòè÷åñêèå òî÷êè a, b è c, è ñðàâíèì
f(b), f(x1) è f(x2), ãäå x1, x2 � ïðîèçâîëüíûå òàêèå, ÷òî a < x1 < b, b < x2 < c, òîåñëè

{

f(x1) < f(b);

f(x2) < f(b);
òî b � òî÷êà ìàêñèìóìà, åñëè æå

{

f(x1) > f(b);

f(x2) > f(b);
òî b � òî÷êà ìèíèìóìà, åñëè æå

{

f(x1) < f(b);

f(x2) > f(b);
èëè{ f(x1) > f(b);

f(x2) < f(b);



òî b íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà.Ïîýòîìó â çàäà÷å 370à íóæíî äëÿ êàæäîãî ýêñòðåìóìà âûáðàòü äâå òî÷êè ïî îáå ñòî-ðîíû îò íåãî, è ñðàâíèòü çíà÷åíèÿ �óíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ è â ýêñòðåìóìå. Íàïðèìåð,ðàññìîòðèì òî÷êó ýêñòðåìóìà 0:Âûáåðåì â êà÷åñòâå òî÷åê äëÿ ñðàâíåíèÿ π
4 è −π

4 , òîãäà
f(0) = 1;

f
(π

4

)

=
1√
2

(π

4
+ 1

)

;

f
(

−π
4

)

=
1√
2

(π

4
+ 1

)

.Ïîñêîëüêó
1√
2

(π

4
+ 1

)

> 1 ⇔ π

4
+ 1 >

√
2,òî 0 � òî÷êà ìèíèìóìà.�àññìîòðèì òî÷êó x = π

2+2πk, k > 0. Âûáåðåì â êà÷åñòâå òî÷åê äëÿ ñðàâíåíèÿ π
6+2πkè π + 2πk:

f
(π

2
+ 2πk

)

=
π

2
+ 2πk;

f
(π

6
+ 2πk

)

=
π

12
+ πk +

√
3

2
;

f (π + 2πk) = −1.Ïîñêîëüêó
π

2
+ 2πk >

π

12
+ πk +

√
3

2
⇔ 5π

12
+ πk >

√
3

2
;

π

2
+ 2πk > −1,òî x = π

2 + 2πk, k > 0 � òî÷êà ìàêñèìóìà. Ïîñêîëüêó f(x) � �óíêöèÿ ÷åòíàÿ, òî
−
(

π
2
+ 2πk

) � òîæå òî÷êà ìèíèìóìà.�àññìîòðèì òî÷êó x = 3π
2
+ 2πk, k > 0. Âûáåðåì â êà÷åñòâå òî÷åê äëÿ ñðàâíåíèÿ

π + 2πk è 2πk:
f

(

3π

2
+ 2πk

)

= −3π

2
− 2πk;

f (π + 2πk) = −1;

f (2πk) = 1;Ïîñêîëüêó
−3π

2
− 2πk < −1 < 1,



òî x = 3π
2 + 2πk, k > 0 � òî÷êà ìèíèìóìà. Ïîñêîëüêó f(x) � �óíêöèÿ ÷åòíàÿ, òî

−
(

3π
2 + 2πk

) � òîæå òî÷êà ìèíèìóìà.Îòâåò: òî÷êè ìèíèìóìà: {0;± (

π
2 + 2πk

)

}, òî÷êè ìàêñèìóìà: {± (

3π
2 + 2πk

)

}, k ∈ Z,
k > 0.Tåîðåìà Ëàãðàíæà. Åñëè �óíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà [a; b], äè��åðåíöèðóå-ìà íà (; b), òî ñóùåñòâóåò x0 ∈ (; b) òàêîé, ÷òî

f ′(x0) =
f(b)− f(a)

b− a
.�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû: äëÿ �óíêöèè y = f(x), óäîâëåòâîðÿþùåé äàííûìóñëîâèÿì, ñóùåñòâóåò òî÷êà, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê ãðà�èêó �óíêöèè ïàðàëëåëüíàñåêóùåé AB, ãäå A = (a; f(a)); B = (b; f(b)).Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì �óíêöèþ g(x) = f(x)− f(b)−f(a)

b−a
(x−a). Òîãäà g(a) = f(a)è g(b) = f(a), ïðè÷åì g(x) íåïðåðûâíà íà [a; b] è äè��åðåíöèðóåìà íà (; b), òàê êàêÿâëÿåòñÿ ñóììîé íåïðåðûâíûõ è äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé; g′(x) = f ′(x)− f(b)−f(a)

b−a
.Ïî òåîðåìå �îëëÿ ñóùåñòâóåò x0 ∈ (; b) òàêîé, ÷òî g′(x0) = 0, òî åñòü, f ′(x0) =

f(b)−f(a)
b−a

,÷. ò. ä.3. Äîìàøíåå çàäàíèå Ñààêÿí: 729à, 741à, 743à, 746à, 731à, 732à, 734à, 735à. Èñêàòüòîëüêî êðèòè÷åñêèå òî÷êè, ðàñïîçíàâàòü ìàêñèìóì è ìèíèìóì íå íóæíî.


