Гимназия 1543, 8-В класс                                                                 Листик 2, 12 сентября 2009.
Математическая индукция 2.
1. Докажите, что а) 
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 б) 
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Предварительный список обязательных задач 2а, 2б, 2в, 2г, 2д 3а, 4, 5, 9а, 9б, 10.
Все задачи этого листка требуется решать с помощью метода математической индукции. При этом некоторые из них красиво решаются другими способами.

Индукция в алгебре.

2. Докажите, что 

а) 
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e) Придумайте и докажите обобщение тождеств б) и в).
3. Найдите следующие суммы а) 1+2+4+…+2n. (Указание – подставьте вместо n несколько 
первых натуральных чисел, постарайтесь заметить закономерность и угадать формулу, а уж потом докажите ее методом математической индукции.)
б) 
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4. Докажите по индукции, что n3 + 5n делится на 6, при любом натуральном n.
5. Докажите, что 4n – 3n – 1 делится на 9 при любом натуральном n.
6. Докажите, что
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 делится на 133 при любом натуральном n.
7. Докажите, что все числа 1007, 10017, 100117, 1001117,... делятся на 53.
8. Докажите, что число 111...111 (3n единиц) делится на 3n, но не делится на 3n+1.
Индукционные рассуждения.
9. Найдите ошибки в следующих доказательствах по индукции:

а) Докажем, что n>n+1.

Действительно: пусть это утверждение верно для n, то есть n > n+1. Прибавив к обеим частям равенства единицу, мы получаем, что n+1 > (n+1)+1, то есть верно утверждение для n+1.

б) Докажем, что в произвольном стаде из n коров все коровы  одного цвета.

База. В любом стаде из одной коровы все коровы, очевидно, одного цвета.

Шаг индукции. Предположим, что в любом стаде из k коров все коровы одного цвета. Докажем, что в любом стаде из k+1 коровы все коровы одного цвета.
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Рассмотрим произвольное стадо из k+1 коровы. Возьмем в нем произвольную корову А. Оставшиеся k коров одного цвета. Теперь возьмем другую корову B. Оставшиеся k коров также одного цвета. В частности, А одного цвета со всеми коровами, кроме А и В, и В одного (того же!) цвета со всеми коровами, кроме А и В (см. рисунок). 

Значит, А, В, и вообще все коровы в стаде одного цвета.
в) В стране несколько городов соединенных дорогами, так из каждого города выходит хотя бы одна дорога. Докажем, то из любого города можно проехать в любой другой.

База. Если городов 2, то по условию они должны быть связаны между собой.

Шаг индукции. Пусть для n городов все доказано. Добавим n+1-й город. По условию из этого города ведет дорога в один из старых n городов. Следовательно, до него можно  доехать в один из старых городов, а оттуда уже добраться до любого другого. 
Обобщенный принцип математической индукции. Пусть есть последовательность утверждений, занумерованных натуральными числами У1, У2, У3, …Тогда если
· верно утверждение У1 (база индукции),

· (шаг индукции) из истинности утверждений У1, У2,…, Уk следует истинность утверждения Уk+1.

Тогда все утверждения истинны.
10. Многоугольник разрезан непересекающимися диагоналями на треугольники. Сколько получилось треугольников, если в многоугольнике всего n вершин?
11. Стороны произвольного выпуклого многоугольника покрашены снаружи. Проведено несколько непересекающихся диагоналей многоугольника. Каждая из этих диагоналей покрашена с одной стороны. (То есть с одной стороны отрезка проведена узкая цветная полоска). Докажите, что хотя бы один из многоугольников, на которые разбит диагоналями исходный многоугольник, весь покрашен снаружи.
12. *Выведите из «обычного» принципа математической индукции обобщенный принцип.

Двойная индукция. 

13. Клетки доски 100(100 раскрашены в 4 цвета так, что в каждом квадратике 2(2 встречаются клетки всех цветов. Докажите, что в любой прямоугольной части доски с четным числом строк и столбцов угловые клетки раскрашены в 4 разных цвета.

14. Даны два взаимно простых натуральных числа n и m, а также число 0. Имеется калькулятор, который умеет выполнять лишь одну операцию: вычисление среднего арифметического двух целых чисел, если они имеют одинаковую четность. Докажите, что с помощью этого калькулятора можно получить все натуральные числа от 1 до n.
15. Даны положительные числа a1, a2, …, am, b1, b2, …, bn, такие, что a1 + a2 + …+ am = b1 + b2 + … + bn. Докажите, что в пустую таблицу из m строк и n столбцов можно поставить не более m + n – 1 положительное число так, чтобы сумма чисел в i-той строке равнялась ai, а сумма чисел в k-том столбце равнялась bk.

Принцип математической индукции является аксиомой натуральных чисел.

Иногда вместо этой аксиомы берут другую, эквивалентную.
Аксиома наименьшего элемента. Каждое (непустое) подмножество множества натуральных чисел содержит наименьший элемент, то есть элемент, который меньше любого другого элемента этого подмножества.
16. Докажите, что аксиома наименьшего элемента не выполняется для множества целых чисел.

17. *Докажите, что аксиома индукции равносильна аксиоме наименьшего элемента. То есть

а) Докажите от противного, что из аксиомы наименьшего элемента следует принцип математической индукции.

б) Докажите от противного, что из принципа математической индукции следует аксиома наименьшего элемента.
_1313834806.unknown

_1314307079.unknown

_1314307080.unknown

_1314210651.unknown

_1314228309.unknown

_1314210303.unknown

_1313792551.unknown

_1313798724.unknown

_1086848512.unknown

