Гимназия 1543, 8-В класс                                                                 Листик 1д, 15 октября 2009.

Формула Пика.

Факт (пока без доказательства). В любом (не обязательно выпуклом) многоугольнике  можно провести диагональ, которая полностью лежит внутри него.
1. а) Докажите, что любой многоугольник можно разбить диагоналями на треугольники.

б) Докажите, что сумма углов любого n-угольника равна 
[image: image10.emf].
В этом листике дальше речь пойдет только о многоугольниках с вершинами в узлах сетки.
Назовем треугольник простым, если ни внутри него, ни на его сторонах нет узлов сетки, за исключением вершин.
2. а) Докажите, что любой многоугольник можно разбить на простые треугольники.

б) Докажите, что число простых треугольников равно 2i+b-2, где i ‑ это число узлов внутри многоугольника, b – на границе. (Указание: посчитайте сумму углов).
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Найдите площади многоугольников, изображенных на рис. 1. 
Теорема. Вершины многоугольника M (не обязательно выпуклого) расположены в узлах клетчатой бумаги. Внутри него лежит i узлов, а на границе b узлов. Докажите, что площадь этого многоугольника равна 
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(Формула Пика).

4. Убедитесь в справедливости формулы Пика для многоугольников, изображенных на рисунке 1.
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Обозначим через F(M) правую часть в формуле Пика, то есть величину 
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5. а) Пусть многоугольник M составлен из двух многоугольников M1 и M2. Докажите, что F(M)=F(M1)+ F(M2)
б) Докажите, что формула Пика выполняется для многоугольника, составленного из двух многоугольников, для которых формула Пика уже доказана.

в) Пусть многоугольник, для которого формула Пика уже проверена, составлен из двух многоугольников. Докажите, что если формула Пика выполняется для одного из них, то она выполняется и для другого.

6. а) Проверьте формулу Пика для прямоугольника со сторонами, идущими по линиям сетки.

[image: image6.emf]б) Докажите формулу Пика для прямоугольного треугольника с катетами, идущими по линиям сетки. (Указание: можно составить из двух таких одинаковых треугольников прямоугольник и дальше рассуждать аналогично 5в) )
в) Использя задачу 5, докажите формулу Пика для произвольного треугольника с вершинами в узлах клетчатой бумаги, отрезав для этого от прямоугольника несколько прямоугольных треугольников. (см. рис. 2).
г) Использовав задачу 1а), докажите формулу Пика для произвольного многоугольника.

По формуле Пика площадь любого простого треугольника равна 1/2. 
Формулу Пика можно еще записать как S(M)=(2i+b-2)S0, где S0 площадь любого простого треугольника. Этот вид удобнее для обобщений (см. задачу 10)
Задачи.
7. Можно ли квадрат 50(50 разбить на 15 одинаковых многоугольников с вершинами в узлах сетки?

8. Нарисуйте простой треугольник, все стороны которого больше 5.

9. [image: image7.emf] 
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Шахматный король обошел доску 8(8 клеток, побывав на каждом поле ровно 1 раз, и последним ходом вернувшись на исходное поле. Ломаная, последовательно соединяющая центры полей, не имеет самопересечений. Найдие площадь, ограниченную этой ломаной.

10. Придумайте и докажите аналог формулы Пика для многугольников с вершинами на сетке из равносторонних треугольников.

При решении следующих задач может понадобиться формула для площади треугольника 
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, где ha – длина высоты, опущенной на сторону a.
11. Пусть А и В - два узла клетчатой бумаги, причем А расположен на p клеток правее и на q клеток выше, чем  В. Чему равно расстояние от прямой АВ до ближайшего к ней узла, не лежащего на этой прямой?
Две задачи для размышления.
12. Три кузнечика (три точки) в начальный момент времени сидят в трех вершинах одной клетки, а затем начинают «играть в чехарду»: каждый может прыгнуть через одного из двух других, после чего оказывается в симметричной относительно него точке. В каких тройках точек могут через несколько прыжков оказаться кузнечики?

а) Докажите, что при прыжках площадь треугольника, образованного кузнечиками не меняется.
б) Докажите, что кузнечики могут попасть только в простые треугольники.

в*) Докажите, что кузнечики могут попасть в любой простой треугольник.
Обозначим через N(M) количество узлов сетки, попавших внутрь многоугольника M.
13. а) Докажите, что 2 S(M)= N(2M)-2 N(M)+1. (2M – это многоугольник получающийся из M растяжением в два раза, S(M) – площадь многоугольник M)
б) Докажите, что S(kM) ‑ это многочлен от k второй степени. Найдите его старший член.
в) Проверьте трехмерный аналог пункта а) для прямоугольного параллелипипеда (или просто куба)  6 V(M)= N(3M)-3 N(2M)+3 N(M)-1. 
рис. 2
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