Гимназия 1543, 8-В класс                                                                  Листик 8, 23 января 2010.

Целые числа 1 (Делимость и Остатки)
Соглашение. Все числа в этом листике предполагаются целыми.
Определение. Пусть n и k ‑ целые числа, 
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. Говорят, что n делится на k, если найдется такое целое m, что 
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. Обозначение: 
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. Говорят еще, что n кратно k или что k делит n (k | n).

1. Верно ли, что а) если 
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 и  
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, то a=b;
б) если b и с делятся на a, то xb+yc делится на a
в) если b делится на a, а d ‑ не делится не a, то b+d тоже не делится на a?
г) если 
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2. а) Докажите, что m(m+1)(m+2) делится на 6.

б) Докажите, что произведение любых k последовательных натуральных чисел делится на k!.
3. Известно, что 
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. Докажите, что а) 
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4. а) Докажите, что 
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б) Докажите, что если an делится на (a-b), то. bn тоже делится на (a-b).
в) Докажите, что если an делится на (a+b), то. bn тоже делится на (a+b).
5. Докажите, что (a+1)n-an-1 делится на a2
Определение. Пусть a и b ‑ целые числа, b>0. Разделить a на b с остатком значит найти такие целые числа q (частное) и r (остаток), что a = bq + r,  
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Говорят еще, что r – остаток числа a по модулю b.

6. Числа a и b ‑ целые, b>0. Отметим на числовой прямой все числа, кратные b. Они разобьют прямую на отрезки длины b. Точка a лежит на одном из них. Пусть qb левый конец этого отрезка. Докажите, что q ‑ частное, а r =a-qb ‑ остаток от деления a на b.

7. Найдите частные и остатки от деления 2009 на 15; -43 на 4 и 
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 на n.
8. (Важная задача) Докажите, что числа a и b дают одинаковые остатки при делении на d тогда и только тогда, когда их разность делится на d.

9. а) Докажите, что число 
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 и сумма его цифр дают одинаковые остатки при делении на 9.

б) Докажите признак делимости на 9.

10. По аналогии с прошлой задачей придумайте – как узнать остаток числа 
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 при делении на 11.
11. Докажите, что из любых 52 целых чисел всегда можно выбрать два таких числа, что а) их разность делится на 51; 
б) их сумма или разность делится на 100.

12. (Свойство остатков и операций) а) Докажите, что сумма двух чисел при делении на некоторое число дает тот же остаток, что и сумма остатков слагаемых. Более точно – если число a делится на d с остатком ra, а число b делится на d с остатком rи, то a+b делится на d c таким же остатком, что и ra+ rb.
б) Докажите, что произведение двух чисел, при делении на некоторое число дает тот же остаток, что и произведение остатков сомножителей.

Пример. Посчитаем остаток 107*207 по модулю 4. Числа 107 и 207 при делении на 4 дают остаток 3, если перемножить эти остатки получится 9. А 9 при делении на 4 дает остаток 1, значит,  и 107*207 дает остаток 1.

Благодаря этому свойству можно говорить, о сложении и умножении остатков.
· Чтобы найти остаток суммы, надо сложить остатки слагаемых.

· Чтобы найти остаток произведения, надо найти произведение остатков.

13. Составьте таблицы сложения и умножения остатков по модулю 7 и по модулю 8.
14. Докажите, что число 2007(2008(2009(2010 – 24 делится а) на 2006; б) на 2011.
15. Докажите, что 
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 делится на 5 при любом натуральном n.

16. Какие остатки дают квадраты натуральных чисел при делении на 3? 4? 8? 
17. Докажите, что число вида 200…09 не может быть квадратом натурального числа.

18. Натуральные числа a,b,c такие что a2+b2=c2 называются пифагоровой тройкой. 
а) Докажите, что ab делится на 6. 

б) Докажите, что ab делится на 12.

Уравнения, которое требуется решить в целых (или натуральных) числах называются диофантовыми в честь древнегреческого математика Диофанта Александрийского.

19. Докажите, что уравнение 
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 не имеет решений в целых числах.
20. При каких натуральных d кубы натуральных чисел могут давать только три различных остатка по модулю d?
21. а) Какой цифрой заканчивается 818?
б)При каких натуральных n 
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Еще несколько задач.
22. Можно ли целые числа от 1 до 200 расставить в некотором порядке так, чтобы сумма любых 10-ти подряд делилась на 10?

23. Докажите, что из n натуральных чисел всегда можно выбрать несколько сумма которых делится на n (или одно число делящееся на n )
24. Докажите, что 
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 делится на 
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25. Из чисел 1,2,…2000 произвольным образом выбрали 1001 число. Докажите, что среди выбранных чисел всегда найдутся два, одно из которых делится на другое.
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