Гимназия 1543, 8-В класс                                                                    Листик 10.7,  15 мая 2010.

Некоторые задачи экзамена.

1. В прямоугольнике 3n (3 строки, n столбцов) расставлены фишки трёх цветов по n штук каждого цвета. Докажите, что, переставляя фишки в строчках, можно сделать так, чтобы в каждом столбце были фишки всех трёх цветов.

2. В ряд записали 105 единиц, поставив перед каждой знак «+». Сначала изменили знак на противоположный перед каждой третьей единицей, затем ‑ перед каждой пятой, а затем ‑ перед каждой седьмой. Найдите значение полученного выражения.

3. Дана последовательность a1=0, a2=2, an=4(an-1-an-2). Доказать, что an=2n-1(n-1)

4. Даны прямая и не принадлежащая ей точка. Найдите геометрическое место третьих вершин правильных треугольников, одна вершина которых находится в данной точке, а другая – на данной прямой.

5. Докажите, что (3n)! делится на 6n·n!

6. Докажите, что 13 + 23 + 33 + ... + 9993  делится на 1000

7. Докажите, что существует число вида 
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 делящееся на 2009.

8. Есть белый забор из 50 досок и черная краска. Каким числом способов можно покрасить четное число из этих досок? 

9. Каким числом способов можно расставить k ладей на доске nn так чтобы они не били друг друга?

10. (Легенда о шахматной доске) Говорят, что изобретатель шахмат попросил себе у индийского шаха в награду немного риса. За первую клетку доски одно зернышко риса, за вторую два, за третью 4, за четвертую 8 и так далее. Шах попросил его отсчитать награду самостоятельно. Успеет ли изобретатель за оставшуюся жизнь он отсчитать свою награду, если будет в секунду отсчитывать по одному зернышку. 
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Митя делится с голодным Федей завтраком. В первую минут он разделил его пополам и успел съесть треть своей половины, а Федя свою целиком. В следующие полминуты Митя разделил пополам остатки своей доли и опять успел съесть треть, а Федя все. Далее процесс повторялся (и каждая следующая стадия происходила вдвое быстрее) Через какое время завтрак будет съеден и какая его часть достанется Мите, а какая ‑ Феде?

12. На двух сторонах треугольника отметили по 5 точек. Каждую из них соединили с противоположной вершиной треугольника. Сколько частей получилось? А если на одной стороне было n точек, а на другой m? 

13. Найдите количество подмножеств множества {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13} сумма чисел в которых нечетна.

14. Найдите композицию двух поворотов на 90º.

15. Найдите сумму 
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16. Натуральные числа a и b взаимно просты. Докажите, что наибольший общий делитель чисел a2+b2 и a+b равен 1 или 2.

17. Решите в натуральных числах уравнение x15=y43.

18. [image: image3.wmf] 

Существуют ли целые a и b такие, что 10n+an+b кратно 27 при любом натуральном n?

19. Таня нарисовала 5-угольную звездочку и заметила, что всего получилось 5 точек пересечения лучей.
 
А сколько точек пересечения получилось бы, если бы она нарисовала (2n+1)-угольную звездочку? (Таня выбирает вершины звездочки так, чтобы никакие три луча не пересеклись в одной точке). 
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(Треугольник Лейбница) На рисунке изображен фрагмент гармонического треугольника Лейбница. Его свойства подобны (обратны) свойствам треугольника Паскаля: числа на границе треугольника обратны последовательным натуральным числам, каждое число внутри равно сумме двух чисел, стоящих под ним. Найдите формулу, которая связывает числа из треугольников Паскаля и Лейбница.
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