
9 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ 12 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2009 ÇÏÄÁ.

æÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ É ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ-üÊÌÅÒÁ. òÁÚÂÏÒ ÚÁÄÁÞ.
1) ÷ ÐÅÒ×ÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÁÓØ ÍÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ: ÅÓÌÉ p ÐÒÏÓÔÏÅ É a 6 ... p, ÔÏ

(ap−1 − 1) ... p. ðÒÉÍÅÎÑÑ Å£, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p 6= 2 ×ÅÒÎÏ (7p − 5p − 2) ... 6p.
7p − 5p − 2 = (7p − 7)− (5p − 5) É ËÒÁÔÎÏ p, ÉÂÏ ÎÁ p ÄÅÌÑÔÓÑ ÏÂÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÓËÏÂËÁÈ ÓÏÇÌÁÓÎÏ íôæ.
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Þ£ÔÎÏ, Á ÔÁËÖÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó 1p − (−1)p − 2 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 3. îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ p
ÎÅÞ£ÔÎÏ, (−1)p = −1 É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÛÅ ÞÉÓÌÏ ËÒÁÔÎÏ 3. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÙ ÒÅÛÉÌÉ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ
p > 3. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÄÌÑ p = 3, ÞÔÏ 73 − 53 − 2 = 216 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 18, ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ.

2) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ÷ÉÌØÓÏÎÁ: ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ÞÉÓÌÏ (p− 1)! + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.
ðÏÓËÏÌØËÕ × Zp ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÞÉÓÌÁ, ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÁÒÙ,
ÄÁÀÝÉÅ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ 1. äÌÑ ÞÉÓÅÌ 1 É p− 1 ÐÁÒÏÊ ÓÌÕÖÁÔ ÏÎÉ ÓÁÍÉ, ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ | ÎÅÔ (× ÓÁÍÏÍ

ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ a2 = 1, ÔÏ (a− 1)(a+ 1)
... p). ôÏ ÅÓÔØ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ × (p− 1)!, ËÒÏÍÅ Ä×ÕÈ ËÒÁÊÎÉÈ ÒÁÚÏÂØÀÔÓÑ ÎÁ

ÐÁÒÙ, ÄÁÀÝÉÅ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ 1, Á ÔÏÇÄÁ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ (p− 1)! ≡ (p− 1) (mod p).

3) æÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ '(n) |ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ n É ×ÚÁÉÍÎÏ
ÐÒÏÓÔÙÈ Ó ÎÉÍ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÍÓÐÏÌØÚÕÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ üÊÌÅÒÁ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p1, p2, . . . , pk
| ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ n, ÔÏ ×ÅÒÎÁ ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ
üÊÌÅÒÁ: '(m) = m(1 − 1

p1
)(1 − 1

p2
):::(1 − 1

pk ). ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ '(mk) =
mk−1'(m).

üÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ.

4) áÎÁÌÏÇÏÍ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ ÄÌÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÌÕÖÉÔ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ-üÊÌÅÒÁ: ÅÓÌÉ
îïä(a; n) = 1, ÔÏ

(
a'(n) − 1

) ...n. Á) îÁ ËÁËÉÅ Ä×Å ÃÉÆÒÙ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ 154343? Â) äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ (6147 + 1) ... 73.

Á) '(100) = 40, ÐÏÜÔÏÍÕ
�
154340 − 1

� ... 100, ÔÏ ÅÓÔØ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 01. äÁÌØÛÅ ÒÕËÁÍÉ. ïÔ×ÅÔ: ÎÁ 07. Â)

'(73) = 294, ÐÏÜÔÏÍÕ
�
6294 − 1

� ... 73. ôÏÇÄÁ
�
6147 − 1

� �
6147 + 1

� ... 73. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒ×ÁÑ ÓËÏÂËÁ ×ÏÏÂÝÅ
ÎÁ 7 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ (ÜÔÏ ÌÅÇÏ ÐÏÎÑÔØ, ÚÎÁÑ, ÞÔÏ 6 = −1), ÔÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ×ÔÏÒÁÑ, ÞÔÏ É ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÔØ.

5) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÂÏÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÅÌÅÎÉÑ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ, ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ
Ó ÍÏÄÕÌÅÍ. äÅÌÅÎÉÅ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. òÁÚÄÅÌÉÔÅ
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ïÔ×ÅÔ 561.

6) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÃÉÆÒ n É ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ n. (ðÏÄÓËÁÚËÁ:
ÐÏÉÝÉÔÅ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÔÏÌØËÏ ÉÚ 0 É 1.)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a
... b, ÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÎÉÅÍ ÐÏÄÒÑÄ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ a ÔÁËÖÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b.

òÅÛÉÍ ÚÁÄÁÞÕ. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÉ ÎÁ 2, ÎÉ ÎÁ 5. ôÏÇÄÁ 10'(n) = 1 âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, 10k'(n) = 1
ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÃÅÌÙÈ k > 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ 100 + 10'(n) + 102'(n) + · · · + 10(n−1)'(n) = 1 + 1 + 1 + · · ·+ 1| {z }

n ÅÄÉÎÉÃ
ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n É ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ ÃÉÆÒ ÒÁ×ÎÁ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ n. åÓÌÉ ÖÅ ÞÉÓÌÏ n ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×ÏÊËÉ É/ÉÌÉ ÐÑÔ£ÒËÉ,
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ n = m · 2k5l, ÇÄÅ îïä(m; 10) = 1. ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ m ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÃÉÆÒ m,
ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ m. îÁÐÉÓÁ× ÅÇÏ 2k5l ÒÁÚ ÐÏÄÒÑÄ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÞÉÓÌÏ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÃÉÆÒ n É ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ m.
þÔÏÂÙ ÏÎÏ ÄÅÌÉÌÏÓØ É ÎÁ n, ÄÏÐÉÛÅÍ Ë ÎÅÍÕ ÎÕÖÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ.

7) Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n > 2, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ
n Þ£ÔÎÏ; Â) îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ n.

Á) ÏÎÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÁÒÙ a
n É n−a

n

Â) ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÕÎËÔÁ Á), ÏÔ×ÅÔ '(n)
2

8) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ab = îïä(a; b) ·îïë(a; b). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ '(a)'(b) = '(îïä(a; b))'(îïë(a; b)).
ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ '(n)

9) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ üÊÌÅÒÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÅÇÏ
ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n É ×ÙÐÉÛÅÍ ÄÒÏÂÉ: 0
n , 1

n , 2
n , 3

n , . . . , n−2
n , n−1

n . üÔÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ÒÏ×ÎÏ n.
ôÅÐÅÒØ ÓÏËÒÁÔÉÍ ×ÓÅ ÄÒÏÂÉ (ÐÅÒ×ÕÀ ÄÒÏÂØ ÓÏËÒÁÔÉÍ ÄÏ 0

1 ). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Õ ÓÏËÒÁÝ£ÎÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÚÎÁ-
ÍÅÎÁÔÅÌÉ ÂÕÄÕÔ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÞÉÓÌÁ n. ðÒÉÞ£Í ÄÒÏÂÅÊ Ó ËÁÖÄÙÍ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ-ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ d ÂÕÄÅÔ ÒÏ×ÎÏ
'(d), ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÄÒÏÂØ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ d ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, Á ×ÁÒÉÁÎÔÏ×
ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ '(d). ïÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÒÏÂÅÊ ÔÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ '(d1) + '(d2) + '(d3) + · · ·+ '(dk).
îÏ ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏ n, ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅÇÏ ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ n ÄÒÏÂÅÊ. þÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.


