
9 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ 1 ÑÎ×ÁÒÑ 2010 ÇÏÄÁ.

÷ÓÅÈ ÐÏÚÄÒÁ×ÌÑÅÍ Ó ÎÁÓÔÕÐÉ×ÛÉÍ îÏ×ÙÍ 2010 ÇÏÄÏÍ!
õÄÁÞ, ÒÁÄÏÓÔÉ, ÎÏ×ÙÈ ÏÔËÒÙÔÉÊ!

òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. óÐÉÓÏË �4. óÒÏË ÓÄÁÞÉ ÄÏ 31 ÑÎ×ÁÒÑ.

1) ðÏ ËÒÕÇÕ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ëÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁ
ÎÉÍ ÐÏ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ. óÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 2010. óËÏÌØËÏ ÞÉÓÅÌ ÎÁÐÉÓÁÎÏ?

ïÔ×ÅÔ: ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ 3, 5, 15, 201, 335 ÉÌÉ 1005 ÞÉÓÅÌ. òÅÛÅÎÉÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ.
ðÕÓÔØ a | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÎÉÈ. ôÏÇÄÁ ÚÁ ÎÉÍ ÓÌÅÄÕÀÔ a É 0 × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÐÏÒÑÄËÅ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÁ ÓÌÅÄÕÀÔ ×
ÐÏÒÑÄËÅ a; a; 0, ÔÏ ÄÁÌÅÅ ÉÄ£Ô a, ÐÏÔÏÍ ÓÎÏ×Á a, ÓÎÏ×Á 0 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ É ×Ï ×ÔÏÒÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ: a; a; 0; a; a; 0; : : : úÎÁÞÉÔ, ×ÓÅÇÏ ÞÉÓÅÌ 3n, Á ÉÈ ÓÕÍÍÁ 2an = 2010, ÔÏ ÅÓÔØ an = 1005 = 3 · 5 · 67.
ïÔÓÀÄÁ ÏÔ×ÅÔ.

2) CD | ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ÷ÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ BCD É ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÎÙ. îÁÊÄÉÔÅ ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

ïÔ×ÅÔ: 36◦, 72◦, 72◦. ðÕÓÔØ Q | ÏÂÝÉÊ ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. òÅÛÅÎÉÅ | ÓÞ£Ô ÕÇÌÏ×, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ
ÔÏÍ, ÞÔÏ CD | ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ \BCA, BQ | ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ \CBA, CQ | ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ \BCD, Á ÔÁËÖÅ
ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ AQB, óQB, AQó ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÅ.

3) óÕÍÍÁ ÞÅÔÙÒ£È ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 2010. ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÉÈ
îïë?

ïÔ×ÅÔ: 602. ðÒÉÍÅÒ: 2010 = 602+602+602+201. òÅÛÅÎÉÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ îïë ËÒÁÔÅÎ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ ÞÉÓÌÕ,
ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÂÏÌÅÅ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ ÏÔ 2010, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÏÌÅÅ 502; 5. åÓÌÉ ËÒÁÔÅÎ ÈÏÔÑ ÂÙ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ
2, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ îïë ÂÏÌØÛÅ ÔÙÓÑÞÉ. úÎÁÞÉÔ, Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1, ÔÏ ÅÓÔØ îïë ÒÁ×ÅÎ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ
ÞÉÓÌÕ. ôÏÇÄÁ ÎÁÛÉ ÞÉÓÌÁ × ÐÏÒÑÄËÅ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÒÁ×ÎÙ a, a

k1
, a
k2
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, ÇÄÅ 1 6 k1 6 k2 6 k3. îÁÛÁ
ÃÅÌØ × ÍÉÎÉÍÉÚÁÃÉÉ 1
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. ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ k1 = k2 = 1, k3 = 3.

óÌÕÞÁÊ k3 = 2 ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ, ÉÂÏ 2010 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7, Á ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ k2 = 2, ÔÏ ÓÕÍÍÁ
1
k1

+ 1
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+ 1
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ÎÅ ÐÒÅ×ÙÓÉÔ Ä×ÏÊËÉ, ÔÏÇÄÁ ËÁË × ÐÒÉÍÅÒÅ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ 2 1
3 .

4) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÔÏÒÏÎÁ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÉÄÎÁ ÐÏÄ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÕÇÌÏÍ ÉÚ ÅÇÏ ÔÏÞ-
ËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ, ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ É ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË
ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÒÅÞØ ÉÄ£Ô Ï ÓÔÏÒÏÎÅ BC, Á ÕÇÏÌ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÊ ÅÊ, ÒÁ×ÅÎ �. ôÏÇÄÁ ÉÚ
ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔ ÓÔÏÒÏÎÁ ×ÉÄÎÁ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 180◦−�, Á ÉÚ ÔÏËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ | ÐÏÄ
ÕÇÌÏÍ 90◦ + 1

2�. ïÂÁ ÜÔÉ ÆÁËÔÁ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ É ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ. ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ, ÎÁÈÏÄÉÍ,
ÞÔÏ � = 60◦.
ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÅÄÉÁÎÙ CC′ É BB′, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ × ÔÏÞËÅ M ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 60◦. ðÏÓËÏÌØËÕ
MB′AC′ ×ÐÉÓÁÎ, ÉÍÅÅÍ BM · BB′ = BC′ · BA. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ BM = 2x, MB′ = x (Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Ï ÍÅÄÉÁÎ), Á ÔÁËÖÅ BC′ = C′A = y. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ 6x2 = 2y2, ÔÏ ÅÓÔØ y = x

√
3. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

\BC′M = 90◦. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÎÅ ÔÁË, ÍÙ ÏÐÕÓÔÉÌÉ ÂÙ ÉÚ B ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ BK ÎÁ
ÐÒÑÍÕÀ CC′ É × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ BMK Ó ÕÇÌÏÍ \M = 60◦ É ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÏÊ BM = 2x ÎÁÛÌÉ ÂÙ ËÁÔÅÔ
BK = x

√
3. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ K = C′, ÔÏ ÅÓÔØ CC′ | ÍÅÄÉÁÎÁ É ×ÙÓÏÔÁ. ôÏ ÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ É ÐÒÏ BB′,

ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ.

5) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1
2! + 2

3! + 3
4! + · · ·+ 2009

2010! < 1.
òÅÛÅÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ n−1

n! = 1
(n−1)! − 1

n! . ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍÕ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÕ
ÆÏÒÍÕÌÕ, ÐÒÉ×ÅÄ£Í ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ Ë ×ÉÄÕ 1

1! − 1
2010! , ÞÔÏ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ.

6) òÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÏ× ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, Á ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ËÏÒÎÉ
ÉÍÅÅÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÏ× ÉÍÅÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ.

òÅÛÅÎÉÅ. òÁÚÎÏÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ, ÚÎÁÞÉÔ ÏÎÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÉÌÉ
ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x. åÓÌÉ ÂÙ É ÓÕÍÍÁ ËÏÒÎÅÊ ÎÅ ÉÍÅÌÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÔÏÖÅ ÂÙÌÁ ÂÙ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ.
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎÉ ÏÂÅ (ÓÕÍÍÁ É ÒÁÚÎÏÓÔØ) ÂÙÌÉ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ, ÔÏ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÚÎÁËÁ ÂÙÌ ÏÄÉÎ ÉÚ
Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÏ× (ÒÁ×ÎÙÊ ÉÈ ÐÏÌÕÓÕÍÍÅ), Á ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÒÁÚÎÙÈ ÚÎÁËÏ×, ÔÏ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ
ÂÙÌ ÂÙ ÄÒÕÇÏÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ (ÒÁ×ÎÙÊ ÉÈ ÐÏÌÕÒÁÚÎÏÓÔÉ). ÷ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÉÍÅÅÍ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

7) ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÐÏÌ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 4 Í ÒÁÚÄÅÌ£Î ÎÁ 16 ËÌÅÔÏË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 Í. îÁ ÐÏÌÕ ÌÅÖÉÔ 13 ËÏ×ÒÉËÏ×,
ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁËÒÙ×ÁÅÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ËÌÅÔËÉ. ëÏ×ÒÉËÉ ÚÁÓÔÉÌÁÀÔ ÐÏÌ ÃÅÌÉËÏÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ
ÕÂÒÁÔØ ÏÄÉÎ ËÏ×ÒÉË ÔÁË, ÞÔÏ ÐÏÌ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÚÁÓÔÅÌÅÎÎÙÍ.

òÅÛÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÎÉ ÏÄÉÎ ËÏ×ÒÉË ÕÂÒÁÔØ ÎÅÌØÚÑ, ÚÎÁÞÉÔ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ 13 ËÏ×ÒÉËÏ× ÅÓÔØ ËÌÅÔËÁ, ËÏÔÏÒÕÀ
ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÎ. ïÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÔÒÉ ËÌÅÔËÉ ÔÏÖÅ ËÁË-ÔÏ ÐÏËÒÙÔÙ ÜÔÉÍÉ 13-À ËÏ×ÒÉËÁÍÉ. ïÔÓÀÄÁ
×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÒ£È ËÌÅÔÏË ÐÏËÒÙÔÁ 5-À ËÏ×ÒÉËÁÍÉ. îÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÉÈ
ÐÑÔÉ Ä×Á ÎÅÐÒÅÍÅÎÎÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, É ÏÄÉÎ ÍÏÖÎÏ ÕÂÒÁÔØ | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.
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8) îÁ ÐÏÌÑÎËÅ ÌÅÖÁÔ × ÒÑÄ, ËÁÓÁÑÓØ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ, 2010 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ËÒÕÇÌÙÈ ÂÒ£×ÅÎ, ÓÐÌÏÛØ ×ÙÍÁÚÁÎÎÙÈ
Ä£ÇÔÅÍ. ÷ ÌÏÖÂÉÎËÕ ÍÅÖÄÕ ÐÅÒ×ÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ËÌÁÄÕÔ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ÎÏ ÞÉÓÔÏÅ ÂÒÅ×ÎÏ. ðÏÔÏÍ ÅÇÏ ÐÅÒÅËÁÔÙ×ÁÀÔ
ÂÅÚ ÐÒÏÓËÁÌØÚÙ×ÁÎÉÑ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÉÅ ÂÒ£×ÎÁ, ÐÏËÁ ÏÎÏ ÎÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ × ÌÏÖÂÉÎËÅ ÍÅÖÄÕ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍÉ ÂÒ£×ÎÁÍÉ.
ëÁËÁÑ ÞÁÓÔØ ÂÏËÏ×ÏÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÂÒÅ×ÎÁ ÉÚÍÁÖÅÔÓÑ Ä£ÇÔÅÍ?

ïÔ×ÅÔ: ÐÏÌÏ×ÉÎÁ. òÅÛÅÎÉÅ. òÁÚÄÅÌÉÍ ÓÅÞÅÎÉÅ ËÁÔÑÝÅÇÏÓÑ ÂÒÅ×ÎÁ ÎÁ 6 ÒÁ×ÎÙÈ ÄÕÇ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ
ÉÚÍÁÖÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ ÄÕÇÉ (ÎÅÓÏÓÅÄÎÉÅ).

9) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ-ÐÁÌÉÎÄÒÏÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÐÁÌÉÎÄÒÏÍÁÍÉ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ
Ë ÎÉÍ ÞÉÓÌÁ 2010. (þÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÁÌÉÎÄÒÏÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï É ÓÐÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï ÞÉÔÁÅÔÓÑ
ÏÄÉÎÁËÏ×Ï.)

ïÔ×ÅÔ: 212. òÅÛÅÎÉÅ. ðÅÒÅÂÏÒ ÐÏ ÄÌÉÎÅ ÞÉÓÌÁ. ïÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ É Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÅ ÐÁÌÉÎÄÒÏÍÙ ÐÅÒÅÂÉÒÁÀÔÓÑ
ÌÅÇËÏ, ÏÔ×ÅÔÏ× ÎÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ. óÒÅÄÉ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÈ ÇÏÄÑÔÓÑ ÔÏÌØËÏ 2a2, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÂÉÒÁÀÔÓÑ
É ÄÁÀÔ ÏÔ×ÅÔ. óÕÍÍÁ ÞÉÓÌÁ 2010 c abba ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ a, Á ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó a + 2 ÉÌÉ a + 3, ÞÔÏ ÎÅ
ÇÏÄÉÔÓÑ. óÕÍÍÁ ÞÉÓÌÁ 2010 c abcba ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÃÉÆÒÏÊ ÄÅÓÑÔËÏ× b + 1, Á ÔÙÓÑÞ b + 2 (ÐÅÒÅÈÏÄÁ
ÞÅÒÅÚ ÄÅÓÑÔÏË × ÜÔÏÍ ÒÁÚÒÑÄÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ), ÜÔÏ ÎÅ ÐÏÄÈÏÄÉÔ. óÕÍÍÁ ÞÉÓÌÁ 2010 c abccba × ÒÁÚÒÑÄÅ ÓÏÔÅÎ
ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ c, Á ÔÙÓÑÞ | c+ 2, ÜÔÏ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ ÐÁÌÉÎÄÒÏÍ ÉÍÅÅÔ 7 É ÂÏÌÅÅ ÚÎÁËÏ×, ÔÏ
ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ Ó ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚÒÑÄ ÄÏÌÖÎÁ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔØÓÑ ÅÄÉÎÉÃÁ, ÔÏÇÄÁ × ÔÒÅÔØÅÍ Ó ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚÒÑÄÅ ÄÏÌÖÎÁ
ÓÔÏÑÔØ ÄÅ×ÑÔËÁ, ÎÏ ÐÏÓÌÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÔÁÍ ÏËÁÖÅÔÓÑ 0, Á × ÒÁÚÒÑÄÅ ÓÏÔÅÎ | 9, ÓÎÏ×Á ÂÕÄÅÔ ÎÅÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ.

10) ðÒÉ ËÁËÉÈ ÃÅÌÙÈ a ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 + ax+ a = 0 ÉÍÅÅÔ ÃÅÌÙÊ ËÏÒÅÎØ?
ïÔ×ÅÔ: ÐÒÉ a = 0 É a = 4. òÅÛÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ p ÃÅÌÙÊ, ÔÏ É ×ÔÏÒÏÊ, q = −a − p, ÔÏÖÅ
ÃÅÌÙÊ. (÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÏÎ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÅÒ×ÙÍ.) éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÷ÉÅÔÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ p+ q = −a É pq = a. üÔÏ
ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ 1 + p+ q + pq = 1, ÔÏ ÅÓÔØ (1 + p)(1 + q) = 1. ïÔÓÀÄÁ ÌÉÂÏ p = q = 0 (É ÔÏÇÄÁ a = 0), ÌÉÂÏ
p = q = −2 (É ÔÏÇÄÁ a = 4).

11) îÁ ËÒÁÀ ËÒÕÇÌÏÇÏ ÓÔÏÌÁ îÉËÉÔÁ ÒÁÚÌÏÖÉÌ 2010 ËÏÎÆÅÔ ÔÁË, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ËÏÎÆÅ-
ÔÁÍÉ ÂÙÌÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ. ôÏÌØËÏ ÏÎ ÏÔ×ÅÒÎÕÌÓÑ, ËÁË íÉÛÁ ÓÔÁÝÉÌ 1205 ËÏÎÆÅÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
îÉËÉÔÁ ÓÍÏÖÅÔ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ËÏÎÆÅÔ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÒÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

òÅÛÅÎÉÅ. äÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ íÉÛÉ ÎÁ ÓÔÏÌÅ ÂÙÌÏ 2010
5 = 402 ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁÂÏÒÁ ÐÏ 5 ËÏÎÆÅÔ, ÌÅ-

ÖÁÝÉÈ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ. íÉÛÁ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÍ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ ÓÏÈÒÁÎÉÌ ÔÒÉ
×ÅÒÛÉÎÙ (ÉÎÁÞÅ ÂÙ ÏÎ ÕÔÁÝÉÌ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ 3·402 = 1206 ËÏÎÆÅÔ. îÏ ÌÀÂÙÅ ÔÒÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ
ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

12) ÷ ÛËÏÌÅ ÞÉÓÌÏ ÍÁÌØÞÉËÏ× ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÄÅ×ÏÞÅË. îÉ × ËÁËÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÎÅ ÕÞÉÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÐÏÌÛËÏÌÙ.
÷ÓÅ ÕÞÅÎÉËÉ ÛËÏÌÙ ÐÒÉÛÌÉ ÎÁ ÄÉÓËÏÔÅËÕ. äÉÄÖÅÊ ÏÂßÑ×ÉÌ ÂÅÌÙÊ ÔÁÎÅÃ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÄÅ×ÏÞËÁ
ÓÍÏÖÅÔ ÐÒÉÇÌÁÓÉÔØ ÍÁÌØÞÉËÁ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ.

òÅÛÅÎÉÅ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÐÁÒ ÕÞÅÎÉËÏ×. åÓÌÉ × ÛËÏÌÅ ÕÞÁÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Ä×ÏÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ
ÍÙ ÒÅÛÉÌÉ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ × ÛËÏÌÅ n ÍÁÌØÞÉËÏ× É n ÄÅ×ÏÞÅË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ,
ËÏÇÄÁ É ÔÅÈ É ÄÒÕÇÉÈ ÐÏ n + 1. îÁÚÏ×£Í ËÌÁÓÓ "ÐÅÒÅÐÏÌÎÅÎÎÙÍ", ÅÓÌÉ × Î£Í n + 1 ÕÞÅÎÉË. ñÓÎÏ,
ÞÔÏ ÐÅÒÅÐÏÌÎÅÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ. åÓÌÉ ÉÈ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á, ÔÏ ×ÓÅ ÄÅ×ÏÞËÉ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÁÊÄÕÔ ÓÅÂÅ
ÐÁÒÔÎ£ÒÏ×. åÓÌÉ ÔÁËÏÊ ËÌÁÓÓ ÏÄÉÎ, É × Î£Í ÕÞÁÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÍÁÌØÞÉËÉ, ÔÏÇÄÁ ×ÓÅ ÄÅ×ÏÞËÉ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,
ÓÍÏÇÕÔ ÔÁÎÃÅ×ÁÔØ Ó ÎÉÍÉ. åÓÌÉ ÖÅ × ÐÅÒÅÐÏÌÎÅÎÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÅÓÔØ ÄÅ×ÏÞËÁ, ÔÏÇÄÁ ×ÎÅ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ
ÅÓÔØ ÍÁÌØÞÉË, É ÄÅ×ÏÞËÁ ÓÍÏÖÅÔ ÅÇÏ ÐÒÉÇÌÁÓÉÔØ. ïÔÐÒÁ×ÉÍ ÉÈ ÔÁÎÃÅ×ÁÔØ, Á ÚÁÏÄÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÍ ÉÚ
ÛËÏÌÙ (ÚÁ ÁÍÏÒÁÌØÎÏÅ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ :). ôÕÔ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ | ÍÙ ÒÁÚÒÕÛÉÌÉ
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÐÅÒÅÐÏÌÎÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ, É ÔÅÐÅÒØ × ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÕÞÅÎÉËÏ×. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ,
×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÐÏÌÎÅÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÎÅÔ ×Ï×ÓÅ | ÔÏÇÄÁ ÂÅÒ£Í ÌÀÂÕÀ ÄÅ×ÏÞËÕ, ÉÝÅÍ ÅÊ ÐÁÒÔÎ£ÒÁ ×
ÄÒÕÇÏÍ ËÌÁÓÓÅ (ÏÎ, ÐÏÎÑÔÎÏ, ÅÓÔØ), É ÉÓËÌÀÞÁÅÍ ÜÔÕ ÐÁÒÕ.

13) éÚ ×ÅÒÛÉÎÙ B ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ABCD ÏÐÕÝÅÎÙ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ ÎÁ ÐÒÑÍÙÅ AD, CD É AC. äÏËÁ-
ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ É ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉ×ÅÄ£Í ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ B | ÔÕÐÏÊ ÕÇÏÌ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ-
ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÎÙÅ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ ÅÓÔØ BC1, BA1, BD1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, O
| ÃÅÎÔÒ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÏÓÔÒÙÊ ÕÇÏÌ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÒÁ×ÅÎ �. ôÏÇÄÁ ÎÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
\B1D1A1 = \B1OA1. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, \B1D1A1 = \A + \C = 2�, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ×ÐÉÓÁÎÎÏÓÔÉ
ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABD1C1 É BCA1D1. õÇÏÌ ÖÅ \B1OA1 ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ × ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ BA1DC1, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎ ÒÁ×ÅÎ 2\C1BA1 = 2(180◦ − \D) = 2�.

14) äÁÎÁ ÂÅÌÁÑ ÄÏÓËÁ 2010× 2010 ËÌÅÔÏË. ä×ÏÅ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÚÁËÒÁÛÉ×ÁÀÔ ËÌÅÔËÉ ÓÉÎÅÊ ËÒÁÓËÏÊ. îÁÞÉÎÁ-
ÀÝÉÊ ÉÇÒÕ ËÁÖÄÙÍ Ó×ÏÉÍ ÈÏÄÏÍ ÚÁËÒÁÛÉ×ÁÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔ 2× 2, Á ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË | "ÕÇÏÌÏË" ÉÚ ÔÒ£È ËÌÅÔÏË.
ðÏ×ÔÏÒÎÏ ËÒÁÓÉÔØ ËÌÅÔËÉ ÎÅÌØÚÑ. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÊ ÈÏÄÁ. ëÔÏ, ÐÅÒ×ÙÊ ÉÌÉ ×ÔÏÒÏÊ, ÐÏÂÅÄÉÔ ÎÅÚÁ-
×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÉÇÒÙ ÓÏÐÅÒÎÉËÁ?

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÂÅÄÉÔ ×ÔÏÒÏÊ. ðÏÓÌÅ ÌÀÂÏÇÏ ÈÏÄÁ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÕÇÌÏ× ÄÏÓËÉ ÎÅ ÚÁÔÒÏ-
ÎÕÔÙÊ ÐÅÒ×ÙÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË 2 × 3 É ËÒÁÓÉÔ × Î£Í ÕÇÏÌÏË, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÉ ÄÏÓËÉ É
ÓÍÅÖÎÙÈ Ó ÎÅÊ ËÌÅÔÏË. ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÉÚÂÒÁÎÎÏÍ ÉÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ 2× 3 ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÕÇÏÌÏË, ÎÉ ÏÄÎÕ ÉÚ
ËÌÅÔÏË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÚÁËÒÁÓÉÔ. üÔÏ ÒÅÚÅÒ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ. äÁÌÅÅ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÈÏÄÉÔØ
ËÁË ÕÇÏÄÎÏ, ÎÅ ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÑ ÒÅÚÅÒ×Á. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Õ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÈÏÄÙ ËÏÎÞÁÔÓÑ, ÐÅÒ×ÙÊ ÐÒÏÉÇÒÁÌ. åÓÌÉ
ÈÏÄÙ ËÏÎÞÁÔÓÑ Õ ×ÔÏÒÏÇÏ, ÏÎ ËÒÁÓÉÔ ÒÅÚÅÒ×ÎÙÊ ÕÇÏÌÏË. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÎÅËÕÄÁ ÈÏÄÉÔØ, ×ÅÄØ ÅÓÌÉ
ÂÙ Õ ÎÅÇÏ ÏÓÔÁ×ÁÌÓÑ ÂÙ ÈÏÄ, ÔÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÍÏÇ ÂÙ ÎÅ ÔÒÏÇÁÔØ ÒÅÚÅÒ×.

2



15) þÅÔÙÒÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÐÏ ËÒÕÇÕ ÔÁË, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÅ Ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × Ä×ÕÈ
ÔÏÞËÁÈ (×ÓÅÇÏ 8 ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ | ÞÅÔÙÒÅ "×ÎÅÛÎÉÅ" É ÞÅÔÙÒÅ "×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ"). éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅ
×ÎÅÛÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ ÅÝ£ É ÃÅÎÔÒÙ ×ÓÅÈ ÞÅÔÙÒ£È ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.

òÅÛÅÎÉÅ. ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ Ä×Å ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ O1 É O2 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÁÈ A É B. ðÕÓÔØ
ÐÒÑÍÁÑ O1B ×ÔÏÒÉÞÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ×ÔÏÒÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ × ÔÏÞËÅ C. ôÏÇÄÁ O1AO2C ×ÐÉÓÁÎ. ÷ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ, \O1CA = 1

2\BO2A = \O1O2A. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ: ÅÓÌÉ ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ O1O2A
ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ×ÔÏÒÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ × ÔÏÞËÅ C, ÔÏ B ÌÅÖÉÔ ÎÁ O1C.
ôÅÐÅÒØ ÒÅÛÉÍ ÚÁÄÁÞÕ. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ (ÐÏ ËÒÕÇÕ) A, ÷, ó, ÷ (×ÎÅÛÎÉÅ)É A1,
÷1, ó1, ÷1 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ). ðÕÓÔØ ÃÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ (ÐÏ ËÒÕÇÕ) O1, O2, O3, O4
(O1 ÎÁ ÄÕÇÅ AB É ÔÁË ÄÁÌÅÅ). ðÏ ÌÅÍÍÅ A1 ∈ BO4 É ÷1 ∈ AO2. ôÏÇÄÁ \O2O4B = \O2AB = \B1A1B,
ÐÏÜÔÏÍÕ A1B1||O2O4. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ A1B1C1D1 | ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ.
îÏ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ O2O4⊥O1O3, ÞÔÏ ÓÒÁÚÕ ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÈÏÒÄÁÍÉ.
úÎÁÞÉÔ, A1B1C1D1 | ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË.


