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îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á { 3. õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

÷ ÜÔÏÍ ÚÁÄÁÎÉÉ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ) ÞÉÓÅÌ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ x1 > x2 > : : : > xn É y1 > y2 > : : : > yn É ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ i1; i2; : : : ; in
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; 2; : : : ; n} ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÒÁÎÓÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn > x1yi1 + x2yi2 + · · ·+ xnyin > x1yn + x2yn−1 + · · ·+ xny1

îÁÐÏÍÎÉÍ ÔÁËÖÅ ×ÁÖÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÒÁÎÓÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á | ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï þÅÂÙÛÅ×Á:
x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

n > x1 + x2 + · · ·+ xn
n · y1 + y2 + · · ·+ yn

n > x1yn + x2yn−1 + · · ·+ xny1
n

îÁËÏÎÅÃ, ×ÅÒÎÏ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ { âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ:

(x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn)2 6 (x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n) · (y2

1 + y2
2 + · · ·+ y2

n)
ïÎÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÎÁÂÏÒÙ ai É bi ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

1) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÔÒÁÎÓÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ �ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ï ÔÒ£È Ë×ÁÄÒÁÔÁÈ�: a2 + b2 + c2 > ab+ bc+ ac.
òÅÛÅÎÉÅ: îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ a > b > c. ôÏÇÄÁ Ë Ä×ÕÍ ÔÁËÉÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ
ÔÒÁÎÓÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÂÅÒÑ ÓÐÒÁ×Á ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ {b; c; a}.

2) äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ï ÓÒÅÄÎÅÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ É ÓÒÅÄÎÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÍ:

a1 + a2 + · · ·+ an
n 6

√
a2

1 + a2
2 + · · ·+ a2

n
n :

òÅÛÅÎÉÅ: ÷ÏÚ×ÅÄÑ × Ë×ÁÄÒÁÔ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (a1 + a2 + · · ·+ an)2 6 n(a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n). üÔÏ

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëâ, ÐÒÉÍÅÎ£ÎÎÏÅ Ë ÎÁÂÏÒÕ ai É ÎÁÂÏÒÕ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃ.

3) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á þÅÂÙÛÅ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ:

(t1 + t2 + · · ·+ tn) ·
( 1
t1

+ 1
t2

+ · · ·+ 1
tn

)
> n2:

òÅÛÅÎÉÅ: îÉÞÔÏ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ t1 > t2 > : : : > tn ôÏÇÄÁ 1
t1
6 1

t2
6 : : : 6 1

tn (É ÉÍÅÎÎÏ ÚÄÅÓØ
ÎÕÖÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ!), ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ Ë ÜÔÉÍ ÎÁÂÏÒÁÍ þÅÂÙÛÅ×Á, ÐÒÉÞ£Í ÅÇÏ ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ (ÄÌÑ
ÁÎÔÉÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ), Á ÎÅ ÌÅ×ÕÀ.

4) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ a+ 2b+ 3c ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a2 + b2 + c2 ÔÁËÖÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 14.
òÅÛÅÎÉÅ: óÏÇÌÁÓÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ëâ (a2 + b2 + c2)(12 + 22 + 32) > (a + 2b + 3c)2 > 142. ïÔÓÀÄÁ ×Ó£ ÓÌÅÄÕÅÔ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ 12 + 22 + 32 = 14.

5) äÏËÁÖÉÔÅ ËÒÁÓÉ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ÞÉÓÌÁ ai ÌÀÂÙÅ, Á bi ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ):

a2
2
b2

+ · · ·+ a2
n
bn

> (a1 + a2 + · · ·+ an)2

b1 + b2 + · · ·+ bn
:

ëÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï?
òÅÛÅÎÉÅ: ë ÎÁÂÏÒÁÍ ai√

bi
É
√
bi ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ-âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÒÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏ-

ÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÂÏÒÏ×.

6) ì£ÛÁ ÖÅÌÁÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ ×ÎÕÔÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÏÞËÕ M ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ha, hb, hc ÏÔ ÎÅ£
ÄÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÞÉÓÌÏ a

ha + b
hb + c

hc ÂÙÌÏ ÂÙ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÍÅÎØÛÅ. ëÁËÕÀ ÔÏÞËÕ ÅÍÕ ÓÌÅÄÕÅÔ
×ÙÂÒÁÔØ?

òÅÛÅÎÉÅ: éÎÃÅÎÔÒ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, a
ha + b

hb
+ c

hc = a2
aha + b2

bhb
+ c2

chc >
(a+b+c)2

aha+bhb+chc
ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 5. îÏ

ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ 4p2
2S = 2p

r . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÅÎØÛÅ ì£ÛÁ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. á 2p
r ÍÏÖÅÔ, ÅÓÌÉ

Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÓÔÏÒÏÎ ÂÕÄÕÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍ ÓÔÏÒÏÎ ÎÁ ×ÙÓÏÔÙ, ÔÏ ÅÓÔØ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ×ÙÓÏÔÙ ÂÕÄÕÔ
ÒÁ×ÎÙ. á ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÉÎÃÅÎÔÒÁ.


