
9 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ 14 ÍÁÑ 2010 ÇÏÄÁ

íÅÔÏÄ ÍÁÓÓ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

1. ôÏÞËÉ, ÍÁÓÓÙ, ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ.
ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Å ÔÏÞËÉ, A1 É A2. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ

ÍÁÓÓÙ m1 É m2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ A1A2 ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ C, ÞÔÏ CA1
CA2

= m2
m1

. éÚ ËÕÒÓÁ ÆÉÚÉËÉ
(ÐÒÁ×ÉÌÏ ÒÙÞÁÇÁ áÒÈÉÍÅÄÁ) ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË A1A2 ÐÏÄ×ÅÓÉÔØ ÚÁ ÔÏÞËÕ C, ÔÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ×ÉÓÅÔØ
ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ: ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÓÓÙ ÎÁ ÐÌÅÞÏ ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ C | ÃÅÎÔÒ
ÍÁÓÓ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË A1 É A2.

ðÏÄÏÂÎÙÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÌÑ ÔÒ£È ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A1A2A3, ÓÎÁÂÖ£ÎÎÙÈ ÍÁÓÓÁÍÉ m1, m2 É m3,
×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÏÞËÁ, ÚÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄ×ÅÓÉÔØ ÜÔÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, É ÔÏÔ ÂÕÄÅÔ ×ÉÓÅÔØ
ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÍÁÓÓÙ ÒÁ×ÎÙ 1, ÔÏ ÔÏÞËÏÊ C ÂÕÄÅÔ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ. é × ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ C | ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÔÒ£È ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË.

ðÅÒÅÊÄ£Í Ë ÓÔÒÏÇÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ.
2. ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ.
ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÔÏÞËÉ A1, A2,. . .An Ó ÍÁÓÓÁÍÉ m1, m2,. . .mn ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. íÁÓÓÙ ÚÄÅÓØ | ÆÏÒÍÁÌØÎÏ

ÐÒÉÐÉÓÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÁÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÕÓÔØ X | ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ. ôÏÇÄÁ ÚÁÐÉÛÅÍ ×ÅËÔÏÒ −−→XM =
m1
−−−→XA1+m2

−−−→XA2+···+mn−−−→XAn
m1+m2+···+mn . ôÏÞËÕ M ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÃÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË

A1(m1), A2(m2),. . .An(mn) (íÁÓÓÙ ÐÒÉÎÑÔÏ ÐÉÓÁÔØ × ÓËÏÂËÁÈ ÐÏÓÌÅ ÔÏÞËÉ).
ëÁËÏÅ-ÔÏ ÄÕÒÁÃËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ÷ÅÄØ ÅÓÌÉ ÂÒÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÔÏÞËÉ X, ÔÏ É ÔÏÞËÉ M ÂÕÄÕÔ ÐÏÌÕÞÁÔØÓÑ

ÒÁÚÎÙÍÉ?! á ×ÏÔ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÎÅÔ.
ôÅÏÒÅÍÁ 1 ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ËÏÒÒÅËÔÎÏ: ÔÏÞËÁ M ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÚØÍ£Í ×ÍÅÓÔÏ X ÔÏÞËÕ Y . ôÏÇÄÁ m1
−−→Y A1+m2

−−→Y A2+···+mn−−−→Y An
m1+m2+···+mn =

=
m1
�−−→Y X+−−−→XA1

�
+m2

�−−→Y X+−−−→XA2
�

+···+mn
�−−→Y X+−−−→XAn

�
m1+m2+···+mn = −−→Y X +−−→XM = −−→YM , ÔÁË ÞÔÏ ×Ó£ ÈÏÒÏÛÏ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ M | ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ A1(m1), A2(m2),. . .An(mn), ÔÏ m1
−−−→MA1+m2

−−−→MA2+· · ·+mn
−−−→MAn = −→0

üÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÏÎÑÔÎÏ ÔÁËÖÅ É ÔÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ, É ÅÓÔØ ÃÅÎÔÒ
ÍÁÓÓ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÉÚ ÚÁËÏÎÁ áÒÈÉÍÅÄÁ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÄÁÎÎÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. æÉÚÉÞÅÓËÁÑ ÎÁÇÌÑÄÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÓÔÁÌÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÏÊ.

3. çÒÕÐÐÉÒÏ×ËÁ.
ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÍÁÓÓ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ.
ôÅÏÒÅÍÁ 2 (Ï ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÅ ÍÁÓÓ). ãÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÞÅË ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÞÁÓÔØ ÉÚ ÎÉÈ

ÕÄÁÌÉÔØ É ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÉÈ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ, ÎÁÇÒÕÖÅÎÎÙÊ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÁÓÓÏÊ ÕÄÁÌ£ÎÎÙÈ ÔÏÞÅË.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ M | ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË A1(m1), A2(m2),. . .An(mn).

úÁÍÅÎÉÍ ÔÏÞËÉ Ak+1(mk+1), Ak+2(mk+2),. . .An(mn) ÔÏÞËÏÊ T (mk+1 + mk+2 + · · · + mn), ÇÄÅ T | ÃÅÎÔÒ
ÍÁÓÓ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË. ðÅÒ×ÙÅ ÖÅ k ÔÏÞÅË ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁË ÅÓÔØ. îÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ m1

−−−→MA1 + m2
−−−→MA2 + · · · +

mk
−−−→MAk + (mk+1 + mk+2 + · · · + mn)−−→MT = −→0 . üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË, ×ÅÄØ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ

−−→MT = mk+1
−−−−−→MAk+1+mk+2

−−−−−→MAk+2+···+mn−−−→MAn
mk+1+mk+2+···+mn . ðÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

×ÅÒÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.

1



3. ðÒÉÍÅÒÙ.
ðÒÉÍÅÒ: ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÍÅÄÉÁÎÁÈ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÅÄÉÁÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ É

ÄÅÌÑÔÓÑ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 2 : 1, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎ.
ðÏ×ÅÓÉÍ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÍÁÓÓÙ ÎÁ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ. ôÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÁ A(1), B(1), C(1) ÚÁÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ A(1), M(2),

ÇÄÅ M | ÓÅÒÅÄÉÎÁ BC. üÔÁ ÖÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ÚÁÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ T (3), ÇÄÅ T | ÔÏÞËÁ, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ AM É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ
AT : TM = 2 : 1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ T | ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ×ÚÑÔØ
ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ, Á ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ T (3). úÎÁÞÉÔ, ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

á ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÓÓÙ? çÄÅ ÂÕÄÅÔ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ?
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ A(1), B(1), C(1), D(1). óÇÒÕÐÐÉÒÕÅÍ A Ó B, Á C Ó D. ðÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÜÔÏÊ

ÓÉÓÔÅÍÙ T (4) | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÓÒÅÄÎÅÊ ÌÉÎÉÉ | ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ AB
É CD. á ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÓÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÁÌÉ A Ó D É B Ó C, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ T (4) ËÁË ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÄÒÕÇÏÊ ÓÒÅÄÎÅÊ
ÌÉÎÉÉ. ï Þ£Í ÜÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÔ? äÁ, ÄÁ, ÜÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÷ÁÒÉÎØÏÎÁ. á ÅÓÌÉ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÁÔØ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍ?

÷ÅÛÁÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÍÁÓÓÙ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ × ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ.
îÏ ÍÏÖÎÏ ÅÇÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ É × ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÞÅ×ÉÁÎ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AB
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÏÞËÁ P ÔÁË, ÞÔÏ AP : PB = 2 : 3, Á ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ BC | ÔÏÞËÁ Q ÔÁË, ÞÔÏ
BQ : QC = 1 : 5. ðÕÓÔØ T = CP ∩AQ. ÷ ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ T ÄÅÌÉÔ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÞÅ×ÉÁÎ?

òÁÚ×ÅÓÉÍ ÍÁÓÓÙ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ T ÓÔÁÌÁ ÃÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÅ
A É B ÄÏÌÖÎÁ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ P , Á ÐÒÉ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÅ B É C | Q. îÁÞÎ£Í Ó B | Å£ ÍÁÓÓÕ ÕÄÏÂÎÏ ×ÚÑÔØ 10,
ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÄÅÌÉÌÁÓØ ÎÁ ÄÁÌØÎÉÅ ÏÔ ÎÅ£ ÐÌÅÞÉ AP É CQ. ôÏÇÄÁ A(15) É C(2). ôÅÐÅÒØ Q(12) (É AT : TQ = 12 :
15 = 4 : 5), Á P (25) (É CT : TP = 25 : 2). îÁ ÕÄÉ×ÌÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÏ.

ãÅÎÔÒ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÉÎÃÅÎÔÒ) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ËÁË É ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ, ×ÓÅÇÄÁ ÌÅÖÉÔ
×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ËÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ ÎÕÖÎÏ ÒÁÚ×ÅÓÉÔØ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÞÔÏÂÙ ÃÅÎÔÒ
ÍÁÓÓ ÐÏÐÁÌ × ÉÎÃÅÎÔÒ?


