
Óðîêè �25-26 12-13.10.10Äè��åðåíöèàë. Ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèÿ.1. Ïðîèçâîäíàÿ.Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé:åñëè S(t) � �óíêöèÿ èçìåíåíèÿ ðàññòîÿíèÿ, ïðîéäåííîãî òåëîì, îò âðåìåíè, òî ìãíî-âåííàÿ ñêîðîñòü òåëà â òî÷êå t0, ýòî v = lim
t→t0

S(t)−S(t0)
t−t0

= lim
∆t→0

∆S(t0)
∆t

.Ïðîèçâîäíîé �óíêöèè â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ �óíêöèèê ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà, åñëè ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.Ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè â òî÷êå x0 � ÷èñëî, ïîêàçûâàþùåå ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü èçìå-íåíèÿ �óíêöèè â ýòîé òî÷êå.×òî òàêîå ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèÿ? Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) äè��åðåíöèðóåìà íà ïðî-ìåæóòêå (ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ â êàæäîé òî÷êå ïðîìåæóòêà, è îäíîñòîðîííèå ïðå-äåëû â êîíöàõ, åñëè îíè âêëþ÷åíû). Òîãäà ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè è çíà÷åíèÿìèïðîèçâîäíîé â òî÷êàõ îïðåäåëÿåò íîâóþ �óíêöèþ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé�óíêöèè y = f(x) è îáîçíà÷àåòñÿ f ′(x).�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé:Óðàâíåíèå ñåêóùåé ãðà�èêà:
y = f(x0) +

f(x1)− f(x0)

x1 − x0
(x− x0)Êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó �óíêöèè y = f(x) â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ÷åðåç òî÷êó (x0; f(x0)), óãëîâîé êîý��èöèåíò êîòîðîé ðàâåí f ′(x0). Êàñàòåëüíàÿ âòî÷êå � ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå ñåêóùåé ê ãðà�èêó â ýòîé òî÷êå. Ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèèâ òî÷êå x0 ïîêàçûâàåò òàíãåíñ óãëà, êîòîðûé îáðàçóåò ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåìîñè àáñöèññ êàñàòåëüíàÿ ê ãðà�èêó �óíêöèè â ýòîé òî÷êå.2. Äè��åðåíöèàë.�àññìîòðèì âûðàæåíèå: f ′(x0) = lim

∆x→0

∆f(x0)
∆x

, îòêóäà ∆f(x0)
∆x

= f ′(x0)+α(∆x), ãäå α() �áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè ∆x → 0. Ïîýòîìó ∆f(x0) = f ′(x0)∆x+ α(∆x)∆x.Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî f ′(x0)∆x � ãëàâíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ �óíêöèè.Îáîçíà÷èì dx = ∆x = x− x0 � ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà â òî÷êå x0.Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâ¼ì äè��åðåíöèàëîì �óíêöèè â òî÷êå x0 ãëàâíóþ ÷àñòü ïðè-ðàùåíèÿ �óíêöèè â òî÷êå x0, è îáîçíà÷èì åå df(x0).Òàêèì îáðàçîì, df(x0) = f ′(x0)∆x = f ′(x0)dx.Ïóñòü �óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà íà ïðîìåæóòêå. Îïðåäåëèì äè��åðåíöèàë �óíê-öèè íà ïðîìåæóòêå df(x):
df(x) = f ′(x)dxÏîëó÷àåì, ÷òî ∆f(x) = df(x)+α(∆x)∆x. df(x) çàâèñèò îò ∆x ëèíåéíî, à â ñëàãàåìîì

α(∆x)∆x ∆x åùå è óìíîæàåòñÿ íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ, ïðè÷åì ∆x → 0. �ðà�è÷åñêè



ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âáëèçè òî÷êè x0 èçìåíåíèå �óíêöèè ¾íåçíà÷èòåëüíî¿ îòëè÷àåòñÿ îòåå äè��åðåíöèàëà.Íà ãðà�èêå y = f(x) dx � ýòî ðàññòîÿíèå ïî ãîðèçîíòàëè îò òî÷êè (x0, f(x0)) äîòî÷êè ñ àáñöèññîé x, dy � ðàññòîÿíèå ïî âåðòèêàëè îò òî÷êè (x0, f(x0)) äî òî÷êè íàêàñàòåëüíîé ñ àáñöèññîé x, à ∆f(x) � ðàññòîÿíèå ïî âåðòèêàëè îò òî÷êè (x0, f(x0))äî òî÷êè (x, f(x)).Ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ ìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷ óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñêîðîñòü òåëà â íåêî-òîðîé ìàëîé îêðåñòíîñòè ìîìåíòà âðåìåíè t0 íå èçìåíÿåòñÿ ïî ñëîæíîìó çàêîíó, àðàâíà ìãíîâåííîé ñêîðîñòè â ìîìåíò t0. Âàæíî, ÷òîáû ýòà ¾íåçíà÷èòåëüíàÿ ðàçíèöà¿äåéñòâèòåëüíî íå âëèÿëà íà ïðàâèëüíîñòü âû÷èñëåíèé, à îíà íå áóäåò âëèÿòü, åñëèðàññìàòðèâàòü ïðåäåëû ïðè ∆x → 0.Çàïèñü dy
dx

÷àñòî èñïîëüçóþò äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé. Èìååòñÿ ââèäó, ÷òî �óíê-öèÿ y(x) äè��åðåíöèðóåòñÿ ïî àðãóìåíòó x. Ïðè ýòîì â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ ñ÷èòàòüäðîáíóþ ÷åðòó çíàêîì äåëåíèÿ. Îäíàêî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ êàê ðàç ¾äåëèòü ìîæíî¿,è ýòè ñëó÷àè ìû ðàññìîòðèì.
dy = y′(x)dx � ïî îïðåäåëåíèþ äè��åðåíöèàëà. À dy

dx
= y′(x) � òàê îáîçíà÷åíàïðîèçâîäíàÿ. Òåì ñàìûì, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ dy

dx
� îòíîøåíèå äâóõ äè��å-ðåíöèàëîâ.ßçûê ¾äè��åðåíöèàëîâ¿ ìîæåò íàìíîãî óïðîñòèòü âû÷èñëåíèÿ. �àññìîòðèì, íàïðè-ìåð, êàê âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ y = x2:

lim
∆x→0

(x0 +∆x)2 − x2
0

∆x
= lim

∆x→0

2∆xx0 + (∆x)2

∆x
= lim

∆x→0
(2x0 +∆x) = 2x0.Çíàÿ, ÷òî êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü äè��åðåíöèàëà ìîæíî ¾îòáðîñèòü¿, çàïèñü ìîæíî ñäå-ëàòü êîðî÷å:

dy

dx
=

(x+ dx)2 − x2

dx
=

2xdx

dx
= 2x.Çíàê ïðåäåëà ïðè ýòîì óæå ¾çàëîæåí¿ â äè��åðåíöèàë, à dx2 ìû ¾îòáðàñûâàåì¿.3. Ñâîéñòâà äè��åðåíöèàëà.1) Ïóñòü f(g(t)) � ñëîæíàÿ �óíêöèÿ � äè��åðåíöèðóåìà, òîãäà

df = f ′(g)dg = f ′(g) · g′(t)dt. Îòêóäà
df

dt
=

df

dg
·
dg

dt
.Äîêàæåì, ÷òî d(f(x) + g(x)) = d(f(x) + d(g(x)):

d(f + g) = (f + g)′dx = (f ′ + g′)dx = f ′dx+ g′dx = df + dg.Ïîëüçóÿñü ñîîòâåòñòâóþùèìè �îðìóëàìè äëÿ ïðîèçâîäíûõ, íàéäèòå:
d(f(x)g(x)); d

(

f(x)

g(x)

)

; d(f−1(y)).



(∗) Ïóñòü åñòü �óíêöèÿ y(x), çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè, òî åñòü èçâåñòíû çàâèñèìîñòè òîëüêî y(t) è
x(t), íî íåèçâåñòíà ÿâíàÿ �îðìóëà äëÿ y(x), è ïóñòü ñóùåñòâóþò dy(t) è dx(t). Íàéäèòå dy

dx
.�åøåíèå: âûðàçèì èç óðàâíåíèÿ x = x(t) ïåðåìåííóþ t ÷åðåç ïåðåìåííóþ x, ïîëó÷èâ t = t(x). Òîãäàìîæíî ðàññìàòðèâàòü y(x) êàê ñëîæíóþ �óíêöèþ:

dy

dx
=

dy

dt

dt

dx
.Íî âîçìîæíî, ÷òî ÿâíî íàéòè ïðîèçâîäíóþ dt

dx
ñëîæíî, òîãäà âîñïîëüçóåìñÿ ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé�óíêöèè:

dy

dx
=

dy

dt
dx
dt

.Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî íàéòè ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè.Çàäà÷à: ïóñòü 0 6 t 6 π
2
, è

{

x = a cos t;

y = b sin t.Íàéäèòå dy

dx
.�åøåíèå:

dy

dx
= −

b cos t

a sin t
= −

b

a
ctg t.Òåïåðü ìîæíî âûðàçèòü t ÷åðåç x è ïîäñòàâèòü â ïðîèçâîäíóþ, à ìîæíî ýòîãî íå äåëàòü, åñëè,íàïðèìåð, ïðîèçâîäíàÿ íóæíà äëÿ íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Â äàííîì ñëó÷àå êðèòè÷åñêèåòî÷êè ïîëó÷àþòñÿ: t = 0 è t = π

2
, ïðè÷åì ïðè t = 0 x = a êàñàòåëüíàÿ âåðòèêàëüíàÿ, à ïðè t = π

2

x = 0 � ãîðèçîíòàëüíàÿ.4. Ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèÿ.Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f(x) íà ïðîìåæóòêå I,åñëè äëÿ âñåõ x ∈ I F ′(x) = f(x).Äðóãèìè ñëîâàìè,
DF (x) = f(x)dx.Çàäà÷à: íàéäèòå ïåðâîîáðàçíóþ äëÿ f(x), åñëè

f(x) = 3x2; f(x) = −
1

√
1− x2

; f(x) =
π

cos2 πx
.Ïóñòü äëÿ f(x) ñóùåñòâóåò F (x). Âåðíî ëè, ÷òî èç íåïðåðûâíîñòè F (x) ñëåäóåò íåïðå-ðûâíîñòü f(x)? À íàîáîðîò?Tåîðåìà .Åñëè f(x) íåïðåðûâíà è èìååò ïåðâîîáðàçíóþ íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå,òî ïåðâîîáðàçíàÿ íà ýòîì ïðîìåæóòêå òàêæå íåïðåðûâíà.Tåîðåìà .Åñëè f(x) èìååò ïåðâîîáðàçíóþ F (x), òî âñå ïåðâîîáðàçíûå f(x) îïðåäå-ëÿþòñÿ �îðìóëîé F (x) + C, ãäå C ∈ R.Äîêàçàòåëüñòâî:



Ïóñòü F (x) è ϕ(x) � ïåðâîîáðàçíûå äëÿ f(x). Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ,
(F (x)− ϕ(x))′ = F (x)′ − ϕ(x)′ = f(x)− f(x) = 0,îòêóäà F (x)− ϕ(x) = C.5. Äîìàøíåå çàäàíèå.�àçîáðàòüñÿ ñ ìàòåðèàëîì óðîêà, âûó÷èòü ëèáî ïîâòîðèòü �îðìóëû (!!!).


