
Óðîêè � 59-60 21-22.12.10Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë. Ðàçëè÷íûå çàäà÷è1. Ïðèìåíåíèå èíòåãðàëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáú¼ìà.Tåîðåìà 1. Ïóñòü íåêîòîðîå òåëî â ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåíî ìåæäó ïëîñêîñòÿìè
x = a è x = b. Îáîçíà÷èì Φ(x) ñå÷åíèå ýòîãî òåëà ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé Y OZ èîòñòîÿùåé îò íå¼ íà ðàññòîÿíèè x, à S(x) � ïëîùàäü Φ(x). Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóùååóñëîâèÿ: S(x) íåïðåðûâíà íà [a; b], è ïðè x1 6 x2, x1, x2 ∈ [a; b] ïðîåêöèÿ Φ(x1) íàïëîñêîñòü Y OZ ñîäåðæèòñÿ â ïðîåêöèè Φ(x2). (Äðóãèìè ñëîâàìè, òåëî ðàñøèðÿåòñÿâ íàïðàâëåíèè îò a ê b.)Òîãäà îáú¼ì òåëà ðàâåí b∫

a

S(x)dx.Äîêàçàòåëüñòâî.Îáîçíà÷èì V (x) îáú¼ì ÷àñòè òåëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî îòðåçêó [a; x], è ðàññìîòðèìèçìåíåíèå îáú¼ìà ïðè ìàëîì èçìåíåíèè àðãóìåíòà:
S(x)∆x 6 ∆V 6 S(x+∆x)∆x,ãäå ∆V = V (x + ∆x) − V (x), ïîñêîëüêó ôðàãìåíò òåëà áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â öèëèí-äðå, ïîðîæäåííîì ñå÷åíèåì Φ(x+∆x) è ñîäåðæàòü öèëèíäð, ïîðîæäåííûé ñå÷åíèåì

Φ(∆x).Ðàçäåëèì íåðàâåíñòâî íà ∆x è ðàññìîòðèì ïðåäåë ïðè ∆x → 0. Ïîëó÷èì:
S(x) 6 V ′(x) 6 S(x),îòêóäà V ′(x) = S(x). Ïîñêîëüêó V (a) = 0, òî
V (b) =

b∫

a

S(x)dx,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Tåîðåìà 2. Ïóñòü f(x) íåïðåðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà íà [a; b]. Òîãäà îáú¼ì òåëà,ïîëó÷åííîãî ïðè âðàùåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè âîêðóã îñè Ox,áóäåò ðàâåí
V = π

b∫

a

f 2(x)dx.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî S(x) = πf 2(x).



2. Ðåøåíèå çàäà÷.1) Íàéäèòå ïëîùàäü êðóãà ðàäèóñà R.2) Íàéäèòå îáú¼ì øàðà ðàäèóñà R.3) Íàéäèòå îáú¼ì êîíóñà ðàäèóñà R è âûñîòû H.4) Íàéäèòå îáú¼ì ïèðàìèäû ïëîùàäè îñíîâàíèÿ S è âûñîòû H.3. Èíòåãðàë â ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ.Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðåìåííîé ñèëû, âû-÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà. Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïîä äåéñòâèåì ñèëû Fäâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî âäîëü îñè Ox èç òî÷êè a â òî÷êó b.Åñëè F = const, òî A = F∆x = F (b − a). Ïóñòü F = f(x), òî åñòü çàâèñèò îòïîëîæåíèÿ òî÷êè. Òîãäà, ðàññìîòðåâ ìàëåíüêèé îòðåçîê ∆x è èçìåíåíèå ðàáîòû íàí¼ì, ðàññóæäàÿ óæå èçâåñòíûì îáðàçîì, ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ðàáîòûðàâíà ñèëå, à èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîëó÷èì, ÷òî A =
b∫
a

f(x)dx.Çàäà÷à. Ñèëà óïðóãîñòè ïðóæèíû, ðàñòÿíóòîé íà 5 ñì, ðàâíà 3Í. Êàêóþ ðàáîòó íàäîñîâåðøèòü, ÷òîáû ðàñòÿíóòü åå íà 10 ñì?4. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïåðâîîáðàçíûõ è èíòåãðàëîâ.1) ×åòíàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà [−a; a], èìååò íà ýòîì ïðîìåæóòêå ïî êðàéíåéìåðå îäíó íå÷åòíóþ ïåðâîîáðàçíóþ.Äîêàçàòåëüñòâî: ∀x ∈ [−a; a] f(−x) = f(x) ⇒ −F (−x) = F (x) + C; F (x) íåïðåðûâíàíà [−a; a], ïîýòîìó ñðåäè âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ íàéäåòñÿ òàêàÿ, ÷òî F (0) = 0, òîãäà
C = 0, òî åñòü F (−x) = −F (x), ÷. ò. ä.Ïî÷åìó íå âñå ïåðâîîáðàçíûå íå÷åòíû? Èç-çà ðàçëè÷íûõ C, íàïðèìåð, f(x) = cosx;
F (x) = sinx+ 1.2) Ëþáàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ íå÷åòíîé ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé íà [−a; a], ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé.Äîêàçàòåëüñòâî: ∀x ∈ [−a; a] f(−x) = −f(x) ⇒ F (−x) = F (x) + C; ò.ê. ïðè x = 0
C = 0 è F (x) íåïðåðûâíà, òî äðóãèõ C áûòü íå ìîæåò, òî åñòü F (−x) = F (x), ÷. ò. ä.3) Åñëè f(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà [−a; a], òî a∫

−a

f(x)dx = 2
a∫
0

f(x)dx.4) Åñëè f(x) � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà [−a; a], òî a∫
−a

f(x)dx = 0.5) Åñëè f(x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì T , òî b∫
a

f(x)dx =
b+T∫
a+T

f(x)dx.Âåðíî ëè, ÷òî ïåðâîîáðàçíàÿ ïåðèîäè÷åñêîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè-÷åñêîé? Íåò, íàïðèìåð, f(x) = cosx+ 1; F (x) = sinx + x+ C.


