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Ýëåìåíòàðíîå èññëåäîâàíèå äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè

Àñèìïòîòû

1. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ àñèìïòîò äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè y =
x− 2

x + 1
.

Åñëè ïðè x→ a (õîòÿ áû ñ îäíîé ñòîðîíû) çíà÷åíèå ôóíêöèè y → +∞ èëè y → −∞, òî
ïðÿìàÿ x = a ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x). ×òîáû
íàéòè âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû, íàäî èçó÷èòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè â òî÷êàõ ðàçðûâà (â
íóëÿõ çíàìåíàòåëÿ).

2. Íàéäèòå âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû ôóíêöèé:

à) y =
x2 − 2x

(x + 1)(x + 2)
; á) y =

x2 + 2x

(x + 1)(x + 2)
; â) y =

x2 + 2x

(x + 1)(x + 2)2
.

Åñëè ïðè x → +∞ è/èëè ïðè x → −∞ çíà÷åíèå ôóíêöèè y → b, òî ïðÿìàÿ y = b ÿâ-
ëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x). Äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ
ôóíêöèè ïðè x → +∞ è ïðè x → −∞ ìîæíî ïîäåëèòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà
íàèáîëüøóþ ñòåïåíü x.

3. Íàéäèòå ãîðèçîíòàëüíûå àñèìïòîòû ôóíêöèé:

à) y =
x + 2

x2 + 2
; á) y =

x2 − 3x

(x + 1)(x + 2)(x + 3)
; â) y =

x2 − x− 2

2x2 + 3x + 2
.

4. Åñòü ëè ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà ó ôóíêöèè y =
4x3 − 2x− 5

2x2 + 16
?

Åñëè ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ íà 1 ïðåâûøàåò ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ, òî ó ãðàôèêà èìååòñÿ íàêëîí-
íàÿ àñèìïòîòà. Ïðÿìàÿ y = ax + b íàçûâàåòñÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè
y = f(x), åñëè f(x)− (ax+b)→ 0 ïðè x→∞. Íàéòè åå ïðîùå âñåãî äåëåíèåì óãîëêîì.

5. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ íàêëîííûõ àñèìïòîò (åñëè îíè åñòü) ôóíêöèé:

à) y =
4x3 − 2x− 5

2x2 + 16
; á) y =

3x3 − 2x + 2

5x− 4
.

Ïëàí èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè

1) Íàéòè D(f).
2) Íàéòè E(f) è ïðåäïîëàãàåìûå(!) ýêñòðåìóìû.
3) Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ ÷åòíîé èëè íå÷åòíîé.
4) Íàéòè íóëè ôóíêöèè.
5) Îïðåäåëèòü èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà.
6) Íàéòè àñèìïòîòû.
7) Îïðåäåëèòü îáëàñòè ðàñïîëîæåíèÿ ãðàôèêà (óäîáíî èõ ñëåãêà çàøòðèõîâàòü).
8) Íàðèñîâàòü "õâîñòèêè"âáëèçè àñèìïòîò.
9) Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè (ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîíòðîëüíûå òî÷êè).
10) Óêàçàòü ýêñòðåìóìû è ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè.

6. Èññëåäóéòå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííûì ïëàíîì äðîáíî-êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ è ïî-
ñòðîéòå åå ãðàôèê:

à) y =
x2 + 1

x
; â) y =

9(x− 1)2

x(x− 6)
; ä) y =

4

x2 + 2x− 3
; æ) y =

x2 + 2x− 3

x2 − 6x + 9
;

á) y =
1

x2 + 1
; ã) y =

2x2 + 3x

x + 1
; å) y =

x2 + x− 6

x2 − 3x− 4
; ç) y =

3x2 + 4x + 4

x2 + x + 1
.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè y =
k

ax2 + bx + c
, ãäå a 6= 0 èìååò îñü ñèììåòðèè.

8. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå (åñëè îíè åñòü) çíà÷åíèå ôóíêöèè è îïðåäåëèòå, ïðè
êàêèõ x îíè ïðèíèìàþòñÿ.

à) y =
√
2x + 1− x; á) y =

1

|x2 +
√
x + 2|

; â) y = |x− 1| −
√
x + 2

ã) y = (x + 1)(x + 2)(x + 3)(x + 4).


