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Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè-2

Òåîðåìà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ.
Ïóñòü (xn), (yn) � äâå òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òî lim

n→∞
xn = X, lim

n→∞
yn = Y , è äëÿ

ïî÷òè âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî xn 6 yn. Òîãäà X 6Y .

18. Ìîæíî ëè îáà çíàêà íåðàâåíñòâà â òåîðåìå î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå çàìåíèòü íà ñòðîãèå?

19. Íàéäèòå lim
n→∞

sinn

n
.

Òåîðåìà î çàæàòîé ïåðåìåííîé ("î äâóõ ïîëèöåéñêèõ").
Ïóñòü (xn), (yn), (zn) � òðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðè÷åì lim

n→∞
xn = lim

n→∞
zn = A,

è ïî÷òè äëÿ âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî xn 6 yn 6 zn. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(yn) òàêæå ñõîäèòñÿ ê A.

20. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ ïî÷òè âñåõ n
∣∣∣an+1

an

∣∣∣6 q < 1, òî lim
n→∞

an = 0.

21. Ïóñòü äëÿ ïî÷òè âñåõ n
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ < 1. à) Îáÿçàòåëüíî ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ñõîäèòñÿ?

á) Ìîæåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an èìåòü ïðåäåë, îòëè÷íûé îò íóëÿ?

22. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåñêîíå÷íî ìàëû:

à)
(

n

2n

)
;

á)
(
an

n!

)
ïðè âñåõ a > 0 (ôàêòîðèàë ðàñòåò áûñòðåå ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè).

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà.
Âñÿêàÿ ìîíîòîííàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.

23. Íàéäèòå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Âåéåðøòðàññà ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: à) xn = qn ïðè

0 < q < 1; á) xn =
2n

n!
.

24. Ðàññìîòðèì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: x1 = 1, xn+1 = 1 − xn. Îáîçíà÷èì åå ïðåäåë

êàê a, òîãäà a = 1− a, îòêóäà a =
1

2
. Ãäå îøèáêà?

25. Âû÷èñëèòå: à)

√
2 +

√
2 +
√
2 + . . .; á)

√
3
√
3
√
3 . . . .

26. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì. Äîêàæèòå, ÷òî îíà èìååò ïðå-
äåë, è íàéäèòå åãî.

à) xn+1 =
1

2

(
xn +

a

xn

)
, x1 = a > 1; á) xn+1 =

1

3

(
2xn +

a

x2
n

)
.

27. Âû÷èñëèòå ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé à)
√
2; á) 3

√
5 ñ òî÷íîñòüþ äî ñîòûõ.

28. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì: x1 = a, xn+1 = xn +
1

xn
.

Îãðàíè÷åíà ëè îíà?

29. Íàéäèòå lim
n→∞

n
√
10.

Óêàçàíèå. Ñíà÷àëà äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà, à çàòåì âîñïîëüçóéòåñü ðàâåíñòâîì
lim
n→∞

n
√
10 = lim

n→∞
2n
√
10

30. Íàéäèòå lim
n→∞

n
√
n.

Óêàçàíèå. Óãàäàéòå, ÷åìó ðàâåí ýòîò ïðåäåë, çàòåì âñïîìíèòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà.


