
Ãèìíàçèÿ 1543 10-Â êëàññ 20 ÿíâàðÿ 2012 ã.

Ïðåäåë ôóíêöèè

Ïðåäåë ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè

1. Íàéäèòå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an) =
2n + 4

n
. ×òî ýòî îçíà÷àåò â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì

ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?

2. à) Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè f(x) =
2x + 4

x
. Íàçîâèòå ÷èñëî, áëèçêîå ê çíà÷åíèÿì ôóíêöèè ïðè

áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà.

á) Óêàæèòå òàêîå ÷èñëî M1, ÷òî ïðè âñåõ x > M1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)− 2| < 0, 1.
â) Óêàæèòå òàêîå ÷èñëî M2, ÷òî ïðè âñåõ x > M2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)− 2| < 0, 001.
ã) Äîêàæèòå, ÷òî (∀ε > 0)(∃M)(∀x > M)(|f(x)− 2| < ε).

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x→ +∞, åñëè

(∀ε > 0)(∃M)(∀x > M)(|f(x)− b| < ε).

Ïèøóò: lim
x→+∞

f(x) = b.

3. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè f(x) ïðè x→ −∞ è ïðè x→∞.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ íå ìîæåò èìåòü äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðåäåëîâ ïðè x→ +∞.

Äâà îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå

Îïðåäåëåíèå. Ïðîêîëîòîé ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ

(a− ε; a) ∪ (a; a+ ε).

Åñëè âî âñåõ òî÷êàõ êàêîé-íèáóäü ïðîêîëîòîé ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè a âûïîëíÿåòñÿ íåêîòîðîå ñâîéñòâî

ôóíêöèè, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ âáëèçè òî÷êè a.

5. Ïóñòü f(x) =
x2 − 4

x − 2
.

à) Îïðåäåëèòå çíàê ôóíêöèè f(x) âáëèçè òî÷êè 2. Îçíà÷àåò ëè ýòî, ÷òî f(2) > 0?
á) Íàéäèòå ñ òî÷íîñòüþ äî 0, 000001, ÷åìó ðàâíî çíà÷åíèå f(x) âáëèçè òî÷êè 2. Îçíà÷àåò ëè ýòî, ÷òî

f(2) = 4?

Â ïîäîáíîé ñèòóàöèè ãîâîðÿò, ÷òî f(x)→ 4 ïðè x→ 2, è ïèøóò lim
x→2

f(x) = 4.

Îïðåäåëåíèå 1. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x → a, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0
âáëèçè òî÷êè a âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)− b| < ε.

Îïðåäåëåíèå 2.×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå a, åñëè äëÿ ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè
òî÷êè b íàéäåòñÿ òàêàÿ ïðîêîëîòàÿ δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè a, ÷òî åñëè x íàõîäèòñÿ â íåé, òîf(x) íàõî-
äèòñÿ â ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè b.

Îïðåäåëåíèå 3. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x→ a, åñëè

(∀ε > 0)(∃δ = δ(ε))((0 < |x− a| < δ)⇒ (|f(x)− b| < ε)).

ßñíî, ÷òî âñå òðè îïðåäåëåíèÿ íà ñàìîì äåëå ðàçíûå ôîðìû îäíîãî è òîãî æå. Åãî íàçûâàþò îïðåäå-

ëåíèåì ïî Êîøè.

6. Äîêàæèòå, ÷òî: à) lim
x→3

(2x− 1) = 5; á) lim
x→0

sinx = 0; â) lim
x→4

√
x = 2; ã) lim

x→5

1

x
=

1

5
.

7. Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ f(x). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñõîäÿùèõñÿ ê a = 3 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (xn),
÷ëåíû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f(x). Âåðíî ëè, ÷òî âñå ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè f(xn) ñõîäÿòñÿ?

à) f(x) =
√
x2 − 5; á) f(x) = [x]; â) f(x) =

x2 − 6x + 9

x2 − 2x − 3
; ã) f(x) =

x2 − 2x − 3

x2 − 6x + 9
.

8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè lim
x→a

f(x) = b, òî äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ê a ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn), ÷ëåíû

êîòîðîé ïðèíàäëåæàò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f(x) è îòëè÷íû îò a, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (f(xn)) ñõîäèòñÿ
ê b.

9. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.



Äâå ïîñëåäíèå çàäà÷è äîêàçûâàþò êîððåêòíîñòü âòîðîãî îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå, ïðåä-

ëîæåííîãî íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Ãåíðèõîì Ãåéíå:

Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Ãåéíå. Ãîâîðÿò, ÷òî lim
x→a

f(x) = b, åñëè äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ

ê a ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn), ÷ëåíû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f(x) è îòëè÷íû îò a,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (f(xn)) ñõîäèòñÿ ê b.

10. Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ f(x). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñõîäÿùèõñÿ ê a ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (xn), ÷ëåíû
êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f(x). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè f(xn) ñõîäÿòñÿ, òî îíè ñõîäÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ïðåäåëó.

11. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ íå ìîæåò èìåòü äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðåäåëîâ ïðè x→ a, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì:
à) ïî Êîøè; á) ïî Ãåéíå.

12. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè ïî Ãåéíå.

Òåîðåìà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå. Åñëè ñóùåñòâóþò ïðåäåëû lim
x→a

f(x) = A è lim
x→a

g(x) = B, è

ñóùåñòâóåò ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a, â êîòîðîé âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f(x)6 g(x), òî A6B.

Òåîðåìà "î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ". Åñëè ñóùåñòâóåò ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a, â êîòîðîé

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ϕ(x)6 f(x)6ψ(x), è lim
x→a

ϕ(x) = lim
x→a

ψ(x) = b, òî lim
x→a

f(x) ñóùåñòâóåò è

ðàâåí b.

Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ.

Òåîðåìà. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïðåäåëû lim
x→x0

f(x) = a è lim
x→x0

g(x) = b. Òîãäà:

1) lim
x→x0

(f + g)(x) = a+ b. (ïðåäåë ñóììû ðàâåí ñóììå ïðåäåëîâ)

2) lim
x→x0

(fg)(x) = ab. (ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïðåäåëîâ)

3) åñëè b 6= 0, òî lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

a

b
. (ïðåäåë ÷àñòíîãî ðàâåí ÷àñòíîìó ïðåäåëîâ)

4) lim
x→x0

kf(x) = k lim
x→x0

f(x). (ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ïðåäåëà)

13. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëà ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè.

14. Âåðíî ëè ðàâåíñòâî: lim
x→1

2

[2x] = 2 lim
x→1

2

[x]? Ïî÷åìó? Íå ïðîòèâîðå÷èò ëè ýòîò ïðèìåð òîìó, ÷òî ïîñòî-

ÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ïðåäåëà?

15. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäåë ìíîãî÷ëåíà â òî÷êå a ðàâåí åãî çíà÷åíèþ â ýòîé òî÷êå.

á) Íàéäèòå lim
x→−2

(3x4 + 5x2 − 12).

16. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû: à) lim
x→−1

x4 + 2x3 + 1

x2 + 5x + 3
; á) lim

x→1

3x4 + 4x3 + 1

(x − 1)2
; â) lim

x→1

3x4 − 4x3 + 1

(x − 1)2
;

ã) lim
x→1

(
1

1 − x
− 3

1 − x3

)
; ä) lim

x→1

xm − 1

xn − 1
, ãäå m ∈ N, n ∈ N.

17. Âû÷èñëèòå: à) lim
x→+∞

3x3 + 4x − 6

2x3 − 8x2 + 12x
; á) lim

x→+∞
5x2 + 4x + 10

2x4 − 5x
;

â) lim
x→+∞

(1 + x)(1 + x2)(1 + x3)(1 + x4)(1 + x5)

(1 − x)(1 − x2)(1 − x3)(1 − x4)(1 − x5)
; ã) lim

x→+∞
(1 + x2)10

(1 + 2x10)2
; ä) lim

x→+∞
(1 + 3x11)3

(1 + 8x5)7
.

Äîìàøíåå çàäàíèå

18. Äîêàæèòå, ïîëüçóÿñü òîëüêî îïðåäåëåíèåì ïî Êîøè, ÷òî:

à) lim
x→−3

x2 = 9 ; á) lim
x→2

(x2 + 2x− 3) = 5; â) lim
x→2

1

2x + 1
=

1

5
; ã) lim

x→1
(x3 + 3) = 4.

19. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû: à) lim
x→2

(x4 − 3x2 + 2x− 4); á) lim
x→−2

5 + 2x + x2

x3 + 3x2 + 1
; â) lim

x→0

x4 + 3x2

x3 + 2x2
;

ã) lim
x→3

x2 − 2x − 3

x2 − 9
; ä) lim

x→2

(
3x2 + x

(x − 2)(x2 + x + 1)
− 2

x − 2

)
.

20. Âû÷èñëèòå: à) lim
x→∞

2x3 − 3x − 6

x3 + 15x
; á) lim

x→−∞
5x2 + 4x + 10

x4 − 5
; â) lim

x→+∞
(
√
x2 − 2x− x);

ã) lim
x→+∞

( 3
√
x− 3
√
x+ 4).


