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Ïðîèçâîäíàÿ-3

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ê

ãðàôèêó f(x). Åå óãëîâîé êîýôôèöèåíò k = tgα = f ′(x0).
Îáðàòíî, åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 è åå ãðàôèê èìååò â òî÷êå (x0; f(x0)) íåâåð-

òèêàëüíóþ êàñàòåëüíóþ ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì k, òî ñóùåñòâóåò f ′(x) = k. Â ñëó÷àå âåðòè-

êàëüíîé êàñàòåëüíîé f ′(x0) =∞.

32. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè, ãðàôèê êîòîðîé èìååò âåðòèêàëüíóþ êàñàòåëüíóþ.

33. Íàéäèòå óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = |x2−8x+10|
â òî÷êå ñ àáñöèññîé x0 = 2.

34. Ïîä êàêèì óãëîì ïåðåñåêàþòñÿ êàñàòåëüíûå ê ãðàôèêó ôóíêöèè y =
√
5− 2x, ïðîâåäåííûå â

òî÷êàõ x1 = 1 è x2 = 2?

35. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé

ê ãðàôèêó â ýòîé òî÷êå èìååò âèä

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

36. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = sinx â òî÷êå x0 = 0. Êàê îíî ñâÿçàíî
ñ ïåðâûì çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì?

37. Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ êàñàòåëüíûõ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = cosx: ïåðâàÿ

â òî÷êå ñ àáñöèññîé x =
π

6
, à âòîðàÿ â òî÷êå ñ àáñöèññîé x =

7π

6
.

38. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = x2 − 6x + 2, ïðîõîäÿùåé ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé

y = −2x+ 8.

39. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ âñåõ êàñàòåëüíûõ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y =
1√
3
x3 − 3

√
3x, ñîñòàâëÿþùèõ

ñ îñüþ Ox óãîë 60◦.

40. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíûõ ê êðèâîé y = x2−4x+3, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êóM(2; −5).

41. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y =
√
4− 2x− x2, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êóM(3; 0).

42. Íàéäèòå óðàâíåíèÿ âñåõ êàñàòåëüíûõ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y =
x2 + 1

x
, îãðàíè÷èâàþùèõ âìåñòå

ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè òðåóãîëüíèê ïëîùàäè 2.

43. Íàéäèòå óðàâíåíèÿ äâóõ ïàðàëëåëüíûõ êàñàòåëüíûõ ê ãðàôèêàì y = sin 2x− 3x3 è

y =
x3

3
+ 2x2 + 6x.

44. Íà ãðàôèêå ôóíêöèè y =
1

3
x3 − 2x2 − 22x − 28 íàéäèòå âñå òî÷êè, êàñàòåëüíàÿ â êàæäîé èç

êîòîðûõ ïåðåñåêàåò ïîëîæèòåëüíûå ïîëóîñè, îòñåêàÿ îò íèõ ðàâíûå îòðåçêè.

45. Óãëîì ìåæäó êðèâûìè íàçûâàþò óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè ê íèì â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ. Ïîä

êàêèì óãëîì ïåðåñåêàþòñÿ êðèâûå y =
√
x è y =

1

x
?

46. Ôóíêöèÿ y =
√
R2 − x2 çàäàåò ïîëîâèíêó îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíàÿ â êàæäîé

òî÷êå ýòîé ïîëóîêðóæíîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíà ðàäèóñó, ïðîâåäåííîìó ê òî÷êå êàñàíèÿ.

47. Íàéäèòå óðàâíåíèÿ äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, êàñàþùèõñÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y =
1

x
è íàõîäÿ-

ùèõñÿ äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè 1.

48. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ y = 2x−1 íå ïåðåñåêàåò êðèâóþ y = x4+3x2+2x. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå
ìåæäó èõ áëèæàéøèìè òî÷êàìè.

49. Íàéäèòå óðàâíåíèÿ îáùèõ êàñàòåëüíûõ ê ïàðàáîëàì y = 2x2 − x+ 5 è y = −x2 + 7x− 1.

50. Íàéäèòå óðàâíåíèå ïðÿìîé, êàñàþùåéñÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = x4 − 4x3 â äâóõ ðàçëè÷íûõ

òî÷êàõ.



Äîìàøíåå çàäàíèå

51. Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ ê ãðàôèêó ôóíêöèè

y =
3x+ 1

2x− 1
: ïåðâàÿ â òî÷êå ñ àáñöèññîé x = −1, à âòîðàÿ â òî÷êå ñ àáñöèññîé x = 3.

52. Ê ïàðàáîëå y = 4x − x2 â òî÷êå íà íåé ñ àáñöèññîé x0 = 3 ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ. Íàéäèòå

òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé êàñàòåëüíîé ñ îñüþ Ox.

53. Íàéäèòå âñå îáùèå òî÷êè ãðàôèêà ôóíêöèè y = 3x − x2 è êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê ýòîìó

ãðàôèêó ÷åðåç òî÷êó P (0; 16)

54. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ x, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ êàñàòåëüíûå ê ãðàôèêàì ôóíêöèé

y = 3 cos 5x+ 2 è y = 5 cos 3x+ 2 â òî÷êàõ ñ àáñöèññîé x ïàðàëëåëüíû.

55. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = x2− 2x− |4x|, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ åãî

â äâóõ òî÷êàõ. Ñäåëàéòå ÷åðòåæ.

56. Íàéäèòå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (1; 3), êàñàþùåéñÿ ãðàôèêà
ôóíêöèè y = 8

√
x− 7 è ïåðåñåêàþùåé â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ãðàôèê ôóíêöèè

y = x2 + 4x− 1.

57. Ïàðàáîëà ñ âåðøèíîé íà îñè Ox êàñàåòñÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A(1; 2) è Â(2; 4), â
òî÷êå Â. Íàéäèòå óðàâíåíèå ïàðàáîëû.

58. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî âåðøèí âñåõ ïàðàáîë âèäà y = x2 + ax+ b, êàñàþùèõñÿ ïðÿìîé

y = 4x− 1.

Ìîðäêîâè÷, �� 42.34(a, á), 42.38, 43.7(ã), 43.8(ã), 43.26(â, ã), 43.33(à), 43.41(á), 43.48(à), 43.52(á),

43.58(à), 43.62(à), 43.65(à), 43.69, 43.70.


