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Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ ïðîèçîäíîé

Òåîðåìû î ñðåäíåì

Òåîðåìà Ðîëëÿ. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x):
1) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b];
2) äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a; b);
3) f(a) = f(b).
Òîãäà íà ýòîì èíòåðâàëå íàéä¼òñÿ òî÷êà ξ òàêàÿ, ÷òî f ′(ξ) = 0.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: Åñëè îðäèíàòû îáîèõ êîíöîâ ãëàäêîé êðèâîé ðàâíû, òî íà êðèâîé íàéäåòñÿ òî÷êà, â
êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé ïàðàëëåëüíà îñè àáñöèññ.

37. Ïîêàæèòå ñ ïîìîùüþ êîíòðïðèìåðîâ, ÷òî íè îäíèì èç òðåõ óñëîâèé òåîðåìû Ðîëëÿ íåëüçÿ ïðåíåáðå÷ü.

38. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà âåùåñòâåííû, òî åãî ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ òîæå èìåþò òîëüêî
âåùåñòâåííûå êîðíû.

Åñëè ïîâåðíóòü îñè êîîðäèíàò, òî êîíöû äóãè ÀÂ óæå íå áóäóò íàõîäèòñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò íîâîé
îñè Ox, íî êàñàòåëüíàÿ ïî ïðåæíåìó áóäåò ïàðàëëåëüíà õîðäå ÀÂ. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî èìååò
ìåñòî òåîðåìà:

Íà äóãå AB ãëàäêîé êðèâîé y = f(x) íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà ñòÿãèâà-
þùåé åå õîðäå AB. Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó àíàëèòè÷åñêè:

Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Åñëè ôóíêöèÿ f(x):
1) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b];
2) äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a; b),

òî íà ýòîì èíòåðâàëå íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà ξ, ÷òî f ′(ξ) =
f(b) − f(a)

b− a
.

39. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå, à åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ âî âñåõ åãî âíóòðåííèõ òî÷êàõ,
òî ôóíêöèÿ ïîñòîÿííà íà ýòîì îòðåçêå.

40. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèè f(x) è φ(x) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå è èìåþò âíóòðè ýòîãî îòðåçêà îäèíàêîâûå
ïðîèçâîäíûå, òî îíè îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïîñòîÿííûì ñëàãàåìûì.

41. Íàéäèòå çíà÷åíèå ξ äëÿ ôóíêöèè f(x) = x3 − 3x+ 4 è îòðåçêà [1; 3].

42. Êàêîé "ðåçóëüòàò"ïîëó÷èòñÿ ïðè ïîïûòêå ïðèìåíèòü òåîðåìó Ëàãðàíæà ê ôóíêöèè f(x) =
1

x
è îòðåçêó [−2; 1].

Ïî÷åìó?

43. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f(x) = x2 + px+ q è ëþáîãî îòðåçêà [a; b] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ξ =
a+ b

2
.

44. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî | sinx− sin y|6 |x− y|.

Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà ìîíîòîííîñòü è ýêñòðåìóì

Ïðèçíàê ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå (êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷-
íîì), à åå ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà (îòðèöàòåëüíà) âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ ýòîãî ïðîìåæóòêà. Òîãäà f(x)
âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà äàííîì ïðîìåæóòêå.

45. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà è âîçðàñòàåò íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî åå ïðîèçâîäíàÿ
ïîëîæèòåëüíà âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ ýòîãî ïðîìåæóòêà?

46. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà è âîçðàñòàåò íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå. Äîêàæèòå, ÷òî åå ïðîèçâîäíàÿ íåîò-
ðèöàòåëüíà âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ ýòîãî ïðîìåæóòêà.

47. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå, à åå ïðîèçâîäíàÿ íåîòðèöàòåëüíà âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ
ýòîãî ïðîìåæóòêà. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî f(x) âîçðàñòàåò íà äàííîì ïðîìåæóòêå?

Óñèëåííûé ïðèçíàê ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå I, à åå ïðîèçâîä-
íàÿ íåîòðèöàòåëüíà (íåïîëîæèòåëüíà) âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ I è ðàâíà íóëþ ëèáî íå ñóùåñòâóåò ëèøü â
êîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê. Òîãäà f(x) âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà I.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 è äèôôåðåí-
öèðóåìà âáëèçè ýòîé òî÷êè. Åñëè ïðè ïåðåõîäå ñëåâà íàïðàâî ÷åðåç ýòó òî÷êó ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê ñ ïëþñà
íà ìèíóñ, òî â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ èìååò ìàêñèìóì. Åñëè æå ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç x0 ñëåâà íàïðàâî ïðîèçâîäíàÿ
ìåíÿåò çíàê ñ ìèíóñà íà ïëþñ, òî ôóíêöèÿ èìååò â ýòîé òî÷êå ìèíèìóì.

48. Ïóñòü f ′(x0) = 0, à f ′′(x0) > 0 (f ′′(x0) < 0). Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ôóíêöèÿ f(x) èìååò â òî÷êå x0 ñòðîãèé
ëîêàëüíûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì)

49. Íàéäèòå èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè è ýêñòðåìóìû ôóíêöèè:

à) y = x3−3x2+3x+2; á) y =
16

x(4 − x2)
; â) y = x4−8x3+22x2−24x+12; ã) y = (x−1)4(x+2)3;

ä) y = 3
√
(x2 − 1)4; å) y = 3

√
(x− 1)2(x+ 1); æ)

√
2x2 − x+ 2.



50. Íàéäèòå òî÷êè ìèíèìóìà ôóíêöèè y =
√
3 cos

x

2
+ sin

x

2
− x− 3

2
.

51. Íàéäèòå òî÷êó ìàêñèìóìà ôóíêöèè y = 116x−x2

52. Íàéäèòå òî÷êó ìèíèìóìà ôóíêöèè (0, 5− x) cosx+ sinx, ïðèíàäëåæàùóþ ïðîìåæóòêó (0,
π

2
).

53. Èññëåäóéòå íà ìîíîòîííîñòü è ýêñòðåìóì ôóíêöèþ y = (x+ 6)2e−4−x.

54. Íàéäèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = x3 − 3x2, èìåþùåé åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó ñ
ãðàôèêîì ýòîé ôóíêöèè.

Àñèìïòîòû

Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x), åñëè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè
ãðàôèêà äî ïðÿìîé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè áåñêîíå÷íîì óäàëåíèè ýòîé òî÷êè îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ïðÿìàÿ x = a ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ôóíêöèÿ y = f(x) òåðïèò â òî÷êå a ðàçðûâ, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë lim

x→a
f(x) =∞. Äëÿ

ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà óäîáíî íàéòè îòäåëüíî ïðåäåëû ñëåâà è ñïðàâà è óòî÷íèòü çíàêè áåñêîíå÷íîñòåé.

Ïðÿìàÿ y = b ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí èç êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ: lim

x→+∞
f(x) = b èëè lim

x→−∞
f(x) = b.

Ïðÿìàÿ y = kx + b ÿâëÿåòñÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñóùåñòâóþò äâà êîíå÷íûõ ïðåäåëà: lim
x→±∞

f(x)

x
= k è lim

x→±∞
(f(x)− kx) = b.

55. Äîêàæèòå ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå, ðàçáèâ åãî íà äâå ÷àñòè:
à) ïðÿìàÿ y = kx+ b ÿâëÿåòñÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ íåêîòîðîãî k ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim

x→±∞
(f(x)− kx) = b.

á) Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò è êîíå÷íûé ïðåäåë lim
x→±∞

f(x)

x
= k.

Çàìåòèì, ÷òî ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íàêëîííîé ïðè k = 0.

56. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ è ïîñòðîéòå åå ãðàôèê:

à) y =
2 − x2

1 + x4
; á) y =

x2 + 1

x2 − 6x+ 5
; â) y = (2x+ 1) · e2x; ã) y = x 3

√
x− 1; ä) y = sinx+ cos2 x .


