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Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ âòîðîé ïðîèçîäíîé

Âûïóêëîñòü ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ y = f(x), íåïðåðûâíàÿ íà èíòåðâàëå (a; b), íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ íà

ýòîì èíòåðâàëå, åñëè åå ãðàôèê ðàñïîëîæåí íå âûøå ëþáîé ñâîåé êàñàòåëüíîé íà ýòîì èíòåðâàëå.

Ôóíêöèÿ y = f(x), íåïðåðûâíàÿ íà èíòåðâàëå (a; b), íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé âíèç íà ýòîì èíòåðâàëå,

åñëè åå ãðàôèê ðàñïîëîæåí íå íèæå ëþáîé ñâîåé êàñàòåëüíîé íà ýòîì èíòåðâàëå.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ y = f(x), íåïðåðûâíàÿ íà èíòåðâàëå (a; b), íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé

ââåðõ íà ýòîì èíòåðâàëå, åñëè åå ãðàôèê ðàñïîëîæåí íèæå ëþáîé ñâîåé êàñàòåëüíîé íà ýòîì èíòåðâàëå (

çà èñêëþ÷åíèåì ëèøü ñàìîé òî÷êè êàñàíèÿ ). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñòðîãàÿ âûïóêëîñòü âíèç.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïóêëîñòè. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b] è âî âñåõ

òî÷êàõ èíòåðâàëà (a; b) f ′′(x)6 0, òî ôóíêöèÿ íà ýòîì èíòåðâàëå âûïóêëà ââåðõ, åñëè æå f ′′(x)> 0 �-

âûïóêëà âíèç.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñòðîãîé âûïóêëîñòè-1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b]
è âî âñåõ òî÷êàõ èíòåðâàëà (a; b) f ′′(x) < 0, òî ôóíêöèÿ íà ýòîì èíòåðâàëå ñòðîãî âûïóêëà ââåðõ, åñëè

æå f ′′(x) > 0 �- ñòðîãî âûïóêëà âíèç.

57. Ïîêàæèòå ñ ïîìîùüþ êîíòðïðèìåðà, ÷òî ýòî óñëîâèå ñòðîãîé âûïóêëîñòè íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå óñëîâèÿ ñòðîãîé âûïóêëîñòè èñïîëüçîâàëîñü íå ñàìî óñëîâèå f ′′(x) < 0
èëè f ′′(x) > 0, à ñòðîãîå óáûâàíèå (âîçðàñòàíèå) ïåðâîé ïðîèçâîäíîé. Ýòî ïîçâîëÿåò îñëàáèòü óñëîâèå òàê:

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñòðîãîé âûïóêëîñòè-2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b]
è âî âñåõ òî÷êàõ èíòåðâàëà (a; b) f ′′(x)6 0 (f ′′(x)> 0), ïðè÷åì f ′′(x) = 0 ëèøü â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê,

òî ôóíêöèÿ íà ýòîì èíòåðâàëå ñòðîãî âûïóêëà ââåðõ (âíèç).

Èñïîëüçîâàíèå òåðìèíà "âûïóêëîñòü"îáúÿñíÿåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå (a; b) âûïóêëà âíèç (ââåðõ), òî òî åå ãðàôèê íà ýòîì èíòåðâàëå

ðàñïîëîæåí ïîä (íàä) õîðäîé ÀÂ, ãäå A(a, f(a)), B(b, f(b)).

Òî÷êè ïåðåãèáà

58. à) Íàéäèòå äëÿ ôóíêöèè y = x3 − 3x2 èíòåðâàëû âûïóêëîñòè ââåðõ è âûïóêëîñòè âíèç.

á) Ñîïîñòàâüòå îòâåòû ýòîé çàäà÷è è ðåøåííîé ðàíåå: "Íàéäèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó

ôóíêöèè y = x3 − 3x2, èìåþùåé åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó ñ ãðàôèêîì ýòîé ôóíêöèè."

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà ãðàôèêà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, îòäåëÿþùàÿ åãî ÷àñòü, âûïóêëóþ ââåðõ, îò ÷àñòè,

âûïóêëîé âíèç, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå òî÷êè ïåðåãèáà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-

åìà íà èíòåðâàëå (a; b). Òîãäà åñëè òî÷êà x0 ∈ (a; b) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè

f(x), òî f ′′(x) = 0.

59. ßâëÿåòñÿ ëè ýòî óñëîâèå äîñòàòî÷íûì?

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òî÷êè ïåðåãèáà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è äèôôåðåíöèðóåìà â ñàìîé òî÷êå x0. Åñëè ïðè ïåðåõîäå

÷åðåç òî÷êó x0 âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê, òî òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà äëÿ ãðàôèêà

ôóíêöèè f(x).

60. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â òî÷êå ïåðåãèáà åñòü êàñàòåëüíàÿ, òî ãðàôèê ôóíêöèè ïåðåõîäèò â ýòîé òî÷êå ñ

îäíîé ñòîðîíû êàñàòåëüíîé íà äðóãóþ.

61. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ãðàôèê ôóíêöèè ïåðåõîäèò â òî÷êå êàñàíèÿ ñ îäíîé ñòîðîíû êàñàòåëüíîé íà äðóãóþ,

òî ýòà òî÷êà � òî÷êà ïåðåãèáà?

62. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y = x3 − 3x2 (äëÿ ýòîãî íàéäèòå åå íóëè, èññëåäóéòå íà ìîíîòîííîñòü

è ýêñòðåìóìû, à òàêæå íà âûïóêëîñòü è òî÷êè ïåðåãèáà). Ïîñòðîéòå êàñàòåëüíóþ ê ãðàôèêó â òî÷êå

x0 = 1.

63. Èññëåäóéòå ôóíêöèè íà âûïóêëîñòü è òî÷êè ïåðåãèáà: à) y =
x3

x2 + 12
; á) y =

√
4x3 − 12x.

64. Íàéäèòå íóëè ôóíêöèè, èññëåäóéòå åå íà ìîíîòîííîñòü è ýêñòðåìóìû, à òàêæå íà âûïóêëîñòü è òî÷êè

ïåðåãèáà. Çàòåì ïîñòðîéòå ãðàôèê.

à) y = (x− 2)2(x + 2); á) y = 2x3 − x2 + 4x; â) y = x4 + 4x3.


