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Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè
Ïðîèçâîäíàÿ(ïîâòîðåíèå)

1. Ïðîäèôôåðåíöèðóéòå ôóíêöèþ:

à) y = x 3
√
x; â) y =

1− 3x

x+ 3
ä) y =

1

arcsin2 x
;

á) y = x3 cosx; ã) y = arcctg
1

x
; å) y = sin(2

√
x).

2. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ïî çàêîíó x =
1

3
t3 + t2 − 9t − 9, ãäå x � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè

îòñ÷åòà â ìåòðàõ, t � âðåìÿ â ñåêóíäàõ, èçìåðåííîå ñ íà÷àëà äâèæåíèÿ. Â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè (â ñåêóíäàõ)
åå ñêîðîñòü áûëà ðàâíà 54 ì/ñ?

3. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y =
√
4x+ 1 â òî÷êå x0 = 2.

4. Ïðÿìàÿ y = −2x− 3 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = 8x2 − 26x+ c. Íàéäèòå c.

Òåîðåìà Ôåðìà (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà). Â òî÷êå ýêñòðåìóìà ïðîèçâîä-
íàÿ ôóíêöèè ëèáî ðàâíà íóëþ, ëèáî íå ñóùåñòâóåò.

5. Íàéäèòå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè y = |x2 − 1|.
Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 è äèôôå-
ðåíöèðóåìà âáëèçè ýòîé òî÷êè. Åñëè ïðè ïåðåõîäå ñëåâà íàïðàâî ÷åðåç ýòó òî÷êó ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê ñ
ïëþñà íà ìèíóñ (ñ ìèíóñà íà ïëþñ), òî â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ èìååò ìàêñèìóì (ìèíèìóì).

Ïðèçíàê ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå I, à åå ïðîèçâîäíàÿ
íåîòðèöàòåëüíà (íåïîëîæèòåëüíà) âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ I è ðàâíà íóëþ ëèáî íå ñóùåñòâóåò ëèøü â
êîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê. Òîãäà f(x) âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà I.

6. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè f(x). Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ
ôóíêöèè ïîëîæèòåëüíà.

7. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè f(x) è êàñàòåëüíàÿ ê íåìó â òî÷êå ñ àáñöèññîé x0. Îïðåäåëèòå çíà÷åíèå
ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè â òî÷êå x0.

8. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè. à) Óêàæèòå òî÷êè ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèè è ïðîìåæóòêè
ìîíîòîííîñòè. á) Â êàêîé òî÷êå îòðåçêà [−2; 6] ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå?

9. Íàéäèòå èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè è ýêñòðåìóìû ôóíêöèè f(x) = (2x+1)5(x− 2)4. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè
åå ãðàôèê.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïóêëîñòè. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b] è âî âñåõ òî÷êàõ
èíòåðâàëà (a; b) f ′′(x)6 0, òî ôóíêöèÿ íà ýòîì èíòåðâàëå âûïóêëà ââåðõ, åñëè æå f ′′(x)> 0 �- âûïóêëà
âíèç. Åñëè ïðè ýòîì f ′′(x) = 0 ëèøü â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, òî âûïóêëîñòü ñòðîãàÿ.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òî÷êè ïåðåãèáà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â ïðî-
êîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è äèôôåðåíöèðóåìà â ñàìîé òî÷êå x0. Åñëè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x0

âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê, òî òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà äëÿ ãðàôèêà ôóíêöèè f(x).

10. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ y =
x3

x2 + 4
íà âûïóêëîñòü è òî÷êè ïåðåãèáà.

11. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y = x4 + 4x3, ïðîâåäÿ åå "ìèíè-èññëåäîâàíèå"ïî ïëàíó:
1) íóëè, èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà,
2) ìîíîòîííîñòü è ýêñòðåìóìû,
3) âûïóêëîñòü è òî÷êè ïåðåãèáà.

Íàéäèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êå ïåðåãèáà è ïîñòðîéòå åå.

12. Ïðîâåäèòå "ìèíè-èññëåäîâàíèå"ôóíêöèè è ïîñòðîéòå åå ãðàôèê:

à) y =
2

x2 − 4x+ 5
; á) y = 2x− 3

3
√
x2.

Äîìàøíåå çàäàíèå

13. Ïðîäèôôåðåíöèðóéòå ôóíêöèþ: à) y = ctg
(
x

3
− π

6

)
; á)

tg2x

2x
; â) y = arccos

√
x.

14. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíûõ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y =
x3

3
− 3

2
x2 + x, ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé y = −x è

âû÷èñëèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè êàñàòåëüíûìè

15. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíûõ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y =
√
2x+ 1, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó (1; 2).

16. Ôóíêöèÿ f(x) èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå x0. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî â íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0 ñëåâà îò òî÷êè x0 ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò, à ñïðàâà óáûâàåò?

17. Íàéäèòå èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè è ýêñòðåìóìû ôóíêöèè:

à) f(x) = sin 2x+ 6 sinx− 2x; á) f(x) =
3x− 11√

2− x
.

18. Ïðîâåäèòå "ìèíè-èññëåäîâàíèå"ôóíêöèè è ïîñòðîéòå åå ãðàôèê:

à) y = (x− 2)2(x+ 2); á) y = 2x3 − x2 + 4x; â)y = x 3
√
x− 1.



Àñèìïòîòû

Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x), åñëè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ãðàôèêà
äî ïðÿìîé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè áåñêîíå÷íîì óäàëåíèè ýòîé òî÷êè îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ïðÿìàÿ x = a ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ôóíêöèÿ y = f(x) òåðïèò â òî÷êå a ðàçðûâ, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë lim

x→a
f(x) =∞. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ãðàôèêà óäîáíî íàéòè îòäåëüíî ïðåäåëû ñëåâà è ñïðàâà è óòî÷íèòü çíàêè áåñêîíå÷íîñòåé.
Ïðÿìàÿ y = b ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí èç êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ: lim
x→+∞

f(x) = b èëè lim
x→−∞

f(x) = b.

Ïðÿìàÿ y = kx+ b ÿâëÿåòñÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóùåñòâóþò äâà êîíå÷íûõ ïðåäåëà: lim
x→±∞

f(x)

x
= k è lim

x→±∞
(f(x)− kx) = b.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ åãî óäîáíî ðàçáèòü åãî íà äâå ÷àñòè:
à) ïðÿìàÿ y = kx + b ÿâëÿåòñÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim

x→±∞
(f(x)− kx) = b.

á) Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò è êîíå÷íûé ïðåäåë lim
x→±∞

f(x)

x
= k.

Çàìåòèì, ÷òî ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íàêëîííîé ïðè k = 0.

Ïëàí ïîëíîãî èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè
1) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ.
2) ×åòíîñòü(íå÷åòíîñòü), ïåðèîäè÷íîñòü (åñëè åñòü)
3) Íóëè, èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà. Çíà÷åíèå â íóëå.
4) Àñèìïòîòû.
5) Êðèòè÷åñêèå òî÷êè è èõ õàðàêòåð. Èññëåäîâàíèå íà ìîíîòîííîñòü è ýêñòðåìóìû.
6) Èññëåäîâàíèå íà âûïóêëîñòü è òî÷êè ïåðåãèáà.

19. Åñòü ëè àñèìïòîòû ó ãðàôèêîâ èç ïðåäûäóùåãî íîìåðà?

20. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ è ïîñòðîéòå åå ãðàôèê. Óêàæèòå îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè.

à) y = − x3

(x+ 1)2
; â) y =

x2 + 2x− 3

x2 − 6x+ 9
; ä) y = 3

√
x(x+ 3)2; æ) y = x+ arctg x;

á) y =
x3

3− x2
; ã) y =

x√
x2 + x

; å) y =
sinx

2 + cosx
; ç) y = 2x− tg x.

Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ

21. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ è ïîñòðîéòå åå ãðàôèê y = x · arctg x.

Êàê ïîêàçûâàåò ýòîò ïðèìåð, èíîãäà ðàñêðûòèå íåîïðåäåëåííîñòè ïðè íàõîæäåíèè àñèìïòîò - îñíîâíàÿ òåõíè÷å-
ñêàÿ ñëîæíîñòü ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêà. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ÷àñòî ïðèìåíÿþò ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ.

Òåîðåìà Ðîëëÿ. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x):
1) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b];
2) äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a; b);
3) f(a) = f(b).
Òîãäà íà ýòîì èíòåðâàëå íàéä¼òñÿ òî÷êà ξ òàêàÿ, ÷òî f ′(ξ) = 0.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: Åñëè îðäèíàòû îáîèõ êîíöîâ ãëàäêîé êðèâîé ðàâíû, òî íà êðèâîé íàéäåòñÿ òî÷êà, â
êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé ïàðàëëåëüíà îñè àáñöèññ.

Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Åñëè ôóíêöèÿ f(x):
1) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b];
2) äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a; b),

òî íà ýòîì èíòåðâàëå íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà ξ, ÷òî f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a .

Òåîðåìà Êîøè. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a; b] è äèôôåðåíöèðóåìû íà èíòåðâàëå

(a; b), ïðè÷åì g′(x) 6= 0 ïðè x ∈ (a; b). Òîãäà ñóùåñòâóåò ξ ∈ (a; b) òàêàÿ, ÷òî
f(b)− f(a)
g(b)− g(a) =

f ′(ξ)

g′(ξ)
.

Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ. Ïóñòü â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè x0 ôóíêöèè y = f(x) è y = g(x) äèôôåðåíöèðóåìû,

ïðè÷åì g′(x) 6= 0. Ïóñòü òàêæå lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0. Òîãäà åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
= A, òî

ñóùåñòâóåò è ïðåäåë lim
x→x0

f(x)

g(x)
= A.

À ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íûì ÷èñëîì, òàê è áåñêîíå÷íîñòüþ. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ïðèìåíèìî òàêæå ê îäíîñòîðîííèì
ïðåäåëàì è ê ïðåäåëàì íà áåñêîíå÷íîñòè.

Äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè òèïà
∞
∞ ïåðåõîäÿò ê ôóíêöèÿì

1

f(x)
è

1

g(x)
.

22. Íàéäèòå ïðåäåë ôóíêöèè äâóìÿ ñïîñîáàìè: ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ è áåç íåãî. Êàê ïðîùå?

à) lim
x→∞

4x2 − 3x

6x2 + 2
; á) lim

x→∞

4x2 − 3x

6x+ 2
; â) lim

x→1
sin(x− 1) tg

(
πx

2

)
.



23. Ñîôèçì. Íàéäåì ïðåäåë lim
x→∞

x2 + sinx

x2
äâóìÿ ñïîñîáàìè.

1) lim
x→∞

x2 + sinx

x2
= lim

x→∞

2x+ cosx

2x
= lim

x→∞

2− sinx

2
, ò.å. ïðåäåëà íåò.

2) lim
x→∞

x2 + sinx

x2
= lim

x→∞

(
x2

x2
+

sinx

x2

)
= 1 + 0 = 1.


