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Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è

Íàõîæäåíèå íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé ôóíêöèè íà îòðåçêå

Íàïîìíèì òåîðåìó Âåéåðøòðàññà: ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå, äîñòèãàåò íà íåì ñâîèõ òî÷íûõ âåðõíåé è
íèæíåé ãðàíåé. Èç òåîðåìû Ôåðìà ñëåäóåò, ÷òî ýòî ìîæåò ïðîèñõîäèòü ëèáî â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ, ëèáî íà êîíöàõ
îòðåçêà.

24. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé: à) f(x) = x+
1

x
íà îòðåçêå [0, 01; 90];

á) f(x) =
3√

x2 + 4x+ 11
+ 2 íà îòðåçêå [−3; 3]; â) f(x) =

∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣ íà îòðåçêå [−0, 8; 4].

Çàìå÷àíèÿ.

1) Ôóíêöèÿ f(x) ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå â òîé æå òî÷êå, ÷òî è ôóíêöèè:
f(x) + c; kf(x), ãäå k > 0; fn(x), ãäå n ∈ N, f(x)> 0.

2) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ïðèíèìàåò â íåêîòîðîé òî÷êå íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå, òî ôóíêöèè −f(x) è
1

f(x)
(ïðè óñëîâèè f(x) > 0) ïðèíèìàþò â ýòîé æå òî÷êå íàèìåíüøåå (íàèáîëüøåå) çíà÷åíèÿ.

25. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) = − cos2 x−
√
3

2
x íà îòðåçêå [0; π].

26. Íàéäèòå îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè y =
√
x− 5 +

√
9− x.

27. ∗ Íàéäèòå íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y = x +
√

(x2 + 6x+ 9)(x2 + 2x+ 1) íà îòðåçêå

[−4; −5

4
].

28. Ñîïðîòèâëåíèå èçãèáó áàëêè ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî åå øèðèíå x è êâàäðàòó âûñîòû y:
P = kxy2. Êàêîå ñå÷åíèå äîëæíà èìåòü áàëêà, âûðåçàííàÿ èç öèëèíäðè÷åñêîãî áðåâíà ðàäèóñà R, ÷òîáû åå
ñîïðîòèâëåíèå èçãèáó áûëî êàê ìîæíî áîëüøå? Â îòâåòå óêàæèòå îòíîøåíèå âûñîòû ê øèðèíå.

29. Â êðóã ðàäèóñà R âïèøèòå ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê íàèáîëüøåé ïëîùàäè.

30. Ïðè êàêèõ ðàçìåðàõ ïðÿìîóãîëüíàÿ êîðîáêà áåç êðûøêè ñ êâàäðàòíûì îñíîâàíèåì è ïîëíîé ïîâåðõíîñòüþ S
èìååò íàèáîëüøèé îáúåì?

31. Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè, ëåæàùåé íà ãðàôèêå ôóíêöèè y = 1 + cosx ïðè 06x6π è íàèìåíåå óäàëåííîé
îò ïðÿìîé x

√
3 + 2y + 4 = 0.

32. Íàéäèòå íàèìåíüøèé âîçìîæíûé îáúåì êîíóñà, îïèñàííîãî âîêðóã ïîëóøàðà ðàäèóñà R.

Òî æå, íî áåç ïðîèçâîäíîé

33. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé:

à) y =
√
1 + cos 2x íà îòðåçêå [−3; 3]; á) y = ||x| − 4| íà îòðåçêå [−π

2
;
π

2
]; â) y = 2− 3 sinx+ 4 cosx.

34. Êàêîâà íàèáîëüøàÿ ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî ó÷àñòêà çåìëè, êîòîðûé ìîæíî îãîðîäèòü çàáîðîì äëèíû 2p?

35. Íàéäèòå ïðÿìîóãîëüíèê íàèáîëüøåé ïëîùàäè, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü ðàäèóñà R.

36. Ëó÷ ñâåòà äâèæåòñÿ èç îäíîé òî÷êè â äðóãóþ, îòðàæàÿñü îò ïëîñêîãî çåðêàëà. Ïðè ýòîì îí "âûáèðàåò"ïóòü
íàèìåíüøåé äëèíû. Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ.

Äîìàøíåå çàäàíèå

37. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) f(x) = 2x3 − 3x2 − 36x+ 10 íà îòðåçêå [−5; 4]; á) f(x) = 5 cosx− cos 5x íà îòðåçêå [−π
4
;
π

4
];

â) y = x3 − 2x|x− 2| íà îòðåçêå [0; 3].

38. Íàéäèòå îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè y = 2x−
√
16x− 4, îïðåäåëåííîé íà îòðåçêå

[
1

4
;
17

4

]
39. Íàéäèòå ðàäèóñ îñíîâàíèÿ è âûñîòó öèëèíäðà íàèáîëüøåãî îáúåìà, êîòîðûé ìîæíî âïèñàòü â øàð ðàäèóñà R.

40. Èç ïðîâîëîêè äëèíîé 24 ñì íàäî ñäåëàòü ìîäåëü ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ êâàäðàòíûì îñíîâàíèåì.
Ïðè êàêèõ ðàçìåðàõ ñòîðîí îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà áóäåò íàèáîëüøèì?

41. Çàäàíû ïåðèìåòð P è äëèíà a îäíîé èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Êàêèå äëèíû äîëæíû èìåòü äâå äðóãèå ñòîðîíû,
÷òîáû åãî ïëîùàäü áûëà íàèáîëüøåé?

42. Êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè f(x) =
1

x2
òàêîâà, ÷òî àáñöèññà òî÷êè êàñàíèÿ ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [5; 9].

Íàéäèòå íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îãðàíè÷åííîãî ýòîé êàñàòåëüíîé, îñüþ Ox è âåðòè-
êàëüíîé ïðÿìîé x = 4.

43. Â ïåðâóþ áî÷êó íàëèòî 16 êã ðàñòâîðà ñîëè, à âî âòîðóþ � 25 êã. Îáà ðàñòâîðà ðàçáàâèëè âîäîé òàê, ÷òî
ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå ñîëè â ïåðâîé áî÷êå óìåíüøèëîñü â m ðàç, à âî âòîðîé � â n ðàç. Èçâåñòíî, ÷òî
mn = m+ n+ 3. Íàéäèòå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî âîäû, êîòîðîå ìîãëî áûòü äîëèòî â îáå áî÷êè âìåñòå.



Íàõîæäåíèå ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè íà ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâàõ

44. Íàéäèòå íàèìåíüøåå èç çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ ôóíêöèåé y = x+
4

(x− 2)2
íà îòðåçêå [0; 5], x 6= 2.

45. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè (åñëè îíè ñóùåñòâóþò):

à) y = x− 2
√
x; á) y =

x

x4 + 3
íà ëó÷å [0; +∞).

46. Åñëè áàòàðåÿ ñ ÝÄÑ E è âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì r çàìêíóòà ïðîâîäíèêîì ñ ñîïðîòèâëåíèåìR, òî ìîùíîñòü

ïîëó÷àþùåãîñÿ òîêà âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîéW =
E2R

(R+ r)2
. Ïðè êàêîì çíà÷åíèèR ìîùíîñòü áóäåò íàèáîëüøåé?

47. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êèM(0; −2) äî êðèâîé y =
16√
3x3
− 2, x > 0.

48. Â ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñ áîêîâûìè ñòîðîíàìè 1 è îñíîâàíèåì a âïèñàí ïðÿìîóãîëüíèê íàèáîëüøåé
ïëîùàäè. ×åìó ðàâíà åãî ïëîùàäü â çàâèñèìîñòè îò a? Ïðè êàêîì a ïëîùàäü íàèáîëüøåãî ïðÿìîóãîëüíèêà
áóäåò íàèáîëüøåé?

49. Îñâåùåííîñòü â äàííîé òî÷êå ïðîïîðöèîíàëüíà ñèëå ñâåòà èñòî÷íèêà è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó
ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ýòîãî èñòî÷íèêà. Â òî÷êàõ O1 è O1, óäàëåííûõ äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèå a, ïîìåùåíû
èñòî÷íèêè, èìåþùèå ñîîòâåòñòâåííî ñèëó ñâåòà I1 è I2. Íàéäèòå íàèìåíåå îñâåùåííóþ òî÷êó îòðåçêà O1O2.

Äîìàøíåå çàäàíèå

50. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) y =
x4

x4 + 1
; á) y = x

√
x+ 2; â) y = sin2 x+ cosx.

51. Íàéäèòå îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x) =
−2x2 − 2x− 38

x2 + 6x+ 34
.

52. Çàêðûòûé ìåòàëëè÷åñêèé áàê ñ êâàäðàòíûì îñíîâàíèåì äîëæåí èìåòü îáúåì 343ì2. Ïðè êàêèõ ðàçìåðàõ íà
åãî èçãîòîâëåíèå ïîéäåò íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ìàòåðèàëà?

53. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàñòÿíóòîé ïðóæèíû âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé U =
kx2

2
, ãäå k � ïîñòîÿííàÿ, íàçûâàåìàÿ

æåñòêîñòüþ ïðóæèíû, è x � óäëèíåíèå ïðóæèíû. Äâå ïðóæèíû ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ïðÿìîé, èõ äàëüíèå
êîíöû çàêðåïëåíû, à ðàññòîÿíèå ìåæäó áëèæíèìè, ðàâíî a. Æåñòêîñòü ïåðâîé ïðóæèíû k1, à âòîðîé � k2.
Ïðóæèíû ðàñòÿíóëè è ñîåäèíèëè â òî÷êå X. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò áëèæíåãî êîíöà ïåðâîé ïðóæèíû äîëæíà
íàõîäèòüñÿ òî÷êà X, ÷òîáû ñóììàðíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïðóæèí áûëà íàèìåíüøåé?

Ðåøèòå çàäà÷ó äâóìÿ ñïîñîáàìè: à) ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé; á) ñ ïîìîùüþ çàêîíîâ ôèçèêè.

54. Èç êâàäðàòíîãî ëèñòà æåñòè ñî ñòîðîíîé à òðåáóåòñÿ âûðåçàòü ðàçâåðòêó ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû
òàê, ÷òîáû âåðøèíû êâàäðàòà ñêëåèâàëèñü â âåðøèíó ïèðàìèäû. Êàê ýòî ñäåëàòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïèðàìèäó
íàèáîëüøåãî îáúåìà?

55. Êàêîé ñåêòîð ñëåäóåò âûðåçàòü èç êðóãà ðàäèóñà R, ÷òîáû ñâåðíóòü èç íåãî âîðîíêó íàèáîëüøåé âìåñòèìîñòè?

(îáúåì êîíóñà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå V =
1

3
πr2h, ãäå r � ðàäèóñ îñíîâàíèÿ è h � âûñîòà êîíóñà)


