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Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë - 1

Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå M , åñëè

(∀ε > 0)(∃δ = δ(ε))((|x1 − x2| < δ)⇒ (|f(x1)− f(x2)| < ε)).

65. Íàïèøèòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå M . Íàéäèòå îòëè÷èå.

66. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ y =
1

x
íà èíòåðâàëå (0; 1) íåïðåðûâíîé ÿâëÿåòñÿ, à ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-

íîé � íåò.

Òåîðåìà Êàíòîðà. Ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì îòðåçêå.

Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè

Îïðåäåëåíèå.Ðàññìîòðèì äâà ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâà: ìíîæåñòâî AF ïëîùàäåé ìíîãîóãîëüíèêîâ, ñî-

äåðæàùèõñÿ â äàííîé ôèãóðå F , è ìíîæåñòâî BF ïëîùàäåé ìíîãîóãîëüíèêîâ, ñîäåðæàùèõ F . Åñëè
ýòè ìíîæåñòâà ðàçäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì ÷èñëîì, òî ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ïëîùàäüþ ôèãóðû F ,
à ñàìà ôèãóðà � êâàäðèðóåìîé.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåîòðèöàòåëüíà íà îòðåçêå [a, b]. Ôèãóðó, îãðàíè÷åííóþ ñíèçó

îñüþ àáñöèññ, ñâåðõó ãðàôèêîì ôóíêöèè f(x), à ñ áîêîâ ïðÿìûìè x = a è x = b íàçûâàþò êðèâîëè-

íåéíîé òðàïåöèåé.

Äëÿ íàõîæäåíèå ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ðàçîáüåì îòðåçîê [a, b] íà n ÷àñòåé è ðàññìîòðèì

âåðõíþþ è íèæíþþ èíòåãðàëüíûå ñóììû Äàðáó.

Ëåììà 1. Ïðè äîáàâëåíèè ê ðàçáèåíèþ íîâîé òî÷êè âåðõíÿÿ ñóììà íå óâåëè÷èòñÿ, à íèæíÿÿ íå

óìåíüøèòñÿ.

Ëåììà 2. Ëþáàÿ íèæíÿÿ ñóììà Äàðáó íå ïðåâîñõîäèò âåðõíåé. (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâ

A è B âñåõ íèæíèõ è âñåõ âåðõíèõ èíòåãðàëüíûõ ñóìì åñòü õîòÿ áû îäíî ðàçäåëÿþùåå ÷èñëî)

Òåîðåìà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà [a, b], òî ðàçäåëÿþùåå ÷èñëî äëÿ ìíîæåñòâ

A è B åäèíñòâåííî (ò.å. ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ êâàäðèðóåìà).

Îïðåäåëåíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà [a, b]. Åñëè ðàçäåëÿþùåå ÷èñëî äëÿ ìíîæåñòâ A è

B åäèíñòâåííî, òî îíî íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f îò a äî b è îáîçíà÷àåòñÿ
b∫
a
f(x)dx, à ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó íà [a, b].

Ò. å. îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ðàâåí ïëîùàäè ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè.

Çàìå÷àíèå. Âìåñòî âåðõíèõ è íèæíèõ èíòåãðàëüíûõ ñóìì Äàðáó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàëü-

íûå ñóììû Ðèìàíà. Îíè îòëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî íà êàæäîì îòðåçêå ðàçáèåíèÿ âûáèðàåòñÿ çíà÷åíèå

ôóíêöèè â ïðîèçâîëüíîé åãî òî÷êå.

67. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà Ðèìàíà çàêëþ÷åíà ìåæäó ñóììàìè Äàðáó äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçáèåíèÿ.

68. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì Ðèìàíà ïðè ñòðåìëåíèè ìåëêîñòè ðàç-

áèåíèÿ ê íóëþ, òî ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [a, b] (à óêàçàííûé ïðåäåë ðàâåí
b∫
a
f(x)dx).

Çàìå÷àíèå. Âåðíî è îáðàòíîå. Ïðèìåì áåç äîêàçàòåëüñòâà; ïîëüçîâàòüñÿ ìîæíî ëþáûì îïðåäåëåíèåì.

69. Äîêàæèòå, ÷òî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà.

70. Âñÿêàÿ ëè îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà?

71. Êàê äîêàçàíî âûøå, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà íåì. À ìîæåò ëè ðàçðûâíàÿ

ôóíêöèÿ áûòü èíòåãðèðóåìîé?

72. Ïóñòü ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà îòðåçêå [a, b], çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, â

êîòîðûõ îíà îïðåäåëåíà. Äîêàæèòå, ÷òî
b∫
a
f(x)dx = 0.

73. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà, îãðàíè÷åíà è èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà íà

[a, b], òî îíà èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [a, b]

74. Çàïèøåì êàæäîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî (êðîìå 0) â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè
m

n
, ãäå n ∈ N è îïðåäå-

ëèì ôóíêöèþ Ðèìàíà R(
m

n
) =

1

n
. Åñëè æå x = 0 èëè x èððàöèîíàëüíî, òî R(x) = 0. Äîêàæèòå,

÷òî ôóíêöèÿ Ðèìàíà èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [0, 1].


