
Ãðàôû
Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàí ãðàô, åñëè çàäàíî ìíîæåñòâî åãî âåð-
øèí è ïðî êàæäóþ ïàðó ðàçëè÷íûõ âåðøèí èçâåñòíî, ñâÿçàíû îíè ðåáðîì èëè íåò.

Çàìå÷àíèå. 1. Ýòî îïðåäåëåíèå íå ðàññìàòðèâàåò ãðàôû ñ ïåòëÿìè � ðåáðàìè,
íà÷èíàþùèìåñÿ è çàêàí÷èâàþùèìåñÿ â îäíîé è òîé æå âåðøèíå è êðàòíûìè ðåáðà-
ìè � ñèòóàöèè, ïðè êîòîðîé ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ðåáåð.

2. Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå, ïðè ââåäåíèè ãðàôà âàæíî
íàçâàòü, ÷òî áóäåò åãî âåðøèíàìè è ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ
ìû áóäåì ñîåäèíÿòü âåðøèíû ðåáðàìè.

3. Èíîãäà âìåñòî ôðàçû �èç âåðøèíû âûõîäèò ðåáðî�
ìû áóäåì ãîâîðèòü �ðåáðî è âåðøèíà èíöèäåíòíû�.

Îïðåäåëåíèå. Ñòåïåíüþ âåðøèíû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî èíöèäåíòíûõ åé ðåáåð (÷èñ-
ëî âûõîäÿùèõ èç íåå ðåáåð). Ïðè ýòîì â ñëó÷àå ñ ïåòëåé ðåáðî ó÷èòûâàåòñÿ äâàæäû.

Óòâåðæäåíèå. Ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí â ãðàôå ðàâíà óäâîåííîìó ÷èñëó
ðåáåð ýòîãî ãðàôà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñ÷èòàåì äâóìÿ ñïîñîáàìè êîëè÷åñòâî ïàð �âåðøèíà�
èíöèäåíòíîå åé ðåáðî� (ïåòëþ ó÷òåì äâàæäû). Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî êîëè÷åñòâî ðàâíî
óäâîåííîìó ÷èñëó ðåáåð (òàê êàê êàæäîå ðåáðî äîáàâëÿåò â íåãî äâîéêó). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, îíî ðàâíî ñóììå ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí, îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå. �

Ñëåäñòâèå. (ëåììà î ðóêîïîæàòèÿõ) Â ëþáîì ãðàôå ÷èñëî âåðøèí íå÷åòíîé
ñòåïåíè ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî:
Áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ðåáåð ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: â ëþáîì

ãðàôå ñ n ðåáðàìè ÷èñëî âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè ÷åòíî.
Áàçà: n = 0
Åñëè â ãðàôå íåò ðåáåð, òî ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ðàâíû 0 è ÷èñëî âåðøèí íå÷åòíîé

ñòåïåíè ðàâíî 0, òî åñòü ÷åòíî.
Ïåðåõîä: n = k −→ n = k + 1.
Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Â ëþáîì ãðàôå ñ k ðåáðàìè ÷èñëî âåðøèí íå÷åòíîé

ñòåïåíè ÷åòíî.
Ðàññìîòðèì ãðàô ñ k+1 ðåáðîì. Âûêèíåì èç íåãî ëþáîå ðåáðî. Òîãäà â îñòàâøåìñÿ

ãðàôå áóäåò k ðåáåð è, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèþ, ÷èñëî âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè
â íåì ÷åòíî.

Âåðíåì âûáðîøåííîå ðåáðî è ïîñìîòðèì, êàê ìîãëè èçìåíèòüñÿ ñòåïåíè âåðøèí.
Âåðøèíû, êîòîðûå íå èíöèäåíòíû íàøåìó ðåáðó, î÷åâèäíî, íå ïîìåíÿëèñü. Ñòåïåíè
æå âåðøèí, èíöèäåíòíûõ åìó, óâåëè÷èëèñü íà 1. Íåñëîæíûé ïåðåáîð ïîêàçûâàåò, ÷òî
ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè ëèáî íå èçìåíèëîñü, ëèáî èçìåíèëîñü
íà 2, ïîýòîìó ÷åòíîñòü ÷èñëà âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè íå èçìåíèëàñü. Ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ èíäóêöèè îíî áûëî ÷åòíûì, çíà÷èò ÷åòíûì îíî è îñòàëîñü. �

Çàìå÷àíèå. Âåëè÷èíà, êîòîðàÿ íå ìåíÿåòñÿ ïðè íåêîòîðîì ïðîöåññå, íàçûâàåòñÿ
èíâàðèàíòîì. Â ïðèâåäåííîì âûøå äîêàçàòåëüñòâå èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîñòü
÷èñëà âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè.



Ïóòè è öèêëû1

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí è ðåáåð v0, e1, v1, . . . , vn−1, en, vn
íàçûâàåòñÿ ìàðøðóòîì, åñëè äëÿ 1 6 i 6 n ðåáðî ei ñîåäèíÿåò âåðøèíû vi−1 è vi.
Óêàçàííûé ìàðøðóò ñîåäèíÿåò âåðøèíû v0 è vn. ×èñëî n â äàííîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ
äëèíîé ìàðøðóòà. Åñëè v0 = vn, òî ìàðøðóò íàçûâàþò çàìêíóòûì.

Ìàðøðóò íàçûâàåòñÿ ïóòåì, åñëè âñå åãî ðåáðà ðàçëè÷íû, è ïðîñòûì ïóòåì, åñëè
âñå åãî âåðøèíû (à çíà÷èò, è ðåáðà) ðàçëè÷íû.

Çàìêíóòûé ïóòü íàçûâàåòñÿ öèêëîì. Öèêë íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì öèêëîì, åñëè âñå
åãî âåðøèíû (êðîìå v0 è vn) ðàçëè÷íû.

Çàìå÷àíèå. Äîñòàòî÷íî ÷àñòî ìàðøðóò èç v0 â vn ìû áóäåì ïðîñòî îáîçíà÷àòü
v0v1 . . . vn (íàëè÷èå ðåáåð ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ).

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü â ãðàôå ñóùåñòâóåò ìàðøðóò ìåæäó âåðøèíàìè A è B.
Òîãäà ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ïóòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàðøðóò íàèìåíüøåé äëèíû èç A â B, ïóñòü ýòî
A=v0v1v2 . . . vn−1vn=B.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ïóòåì, òî åñòü ñóùåñòâóþò òàêèå k
è l, ÷òî k < l è vk = vl. Íî òîãäà ìàðøðóò A=v0v1 . . . vkvl+1 . . . vn−1vn=B ÿâëÿåòñÿ
ìàðøðóòîì èç A â B, ìåíüøèì ïî äëèíå, ïðîòèâîðå÷èå. �

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü â ãðàôå ñóùåñòâóåò öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíó A.
Òîãäà â ãðàôå åñòü ïðîñòîé öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíó A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íàèìåíüøèé ïî äëèíå öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç A:
ïóñòü ýòî A=v0v1v2 . . . vn−1vn=A.

Ïóñòü îí íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî åñòü ñóùåñòâóþò òàêèå k è l, ÷òî k < l, l 6= n è
vk = vl. Òîãäà ðàññìîòðèì öèêë (ïî÷åìó ýòî öèêë?) A=v1 . . . vkvl+1 . . . vn=A, îí áóäåò
ïðîõîäèòü ÷åðåç A è èìåòü ìåíüøóþ äëèíó. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ñëåäñòâèå. Åñëè â ãðàôå åñòü öèêë, òî â ãðàôå åñòü ïðîñòîé öèêë.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî:
Ïóñòü v0 . . . vn � öèêë. Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ïîâòîðèâøóþñÿ âåðøèíó vl. Òî åñòü

ðàíüøå åñòü vk = vl. Òîãäà ìîæíî (è íóæíî!) ïîêàçàòü, ÷òî vk . . . vl � ïðîñòîé öèêë.
�

Ñâÿçíîñòü

Îïðåäåëåíèå. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû åãî âåðøèí ìåæ-
äó íèìè åñòü ìàðøðóò.

Çàìå÷àíèå. Ïî óòâåðæäåíèþ âûøå, åñëè ãðàô ñâÿçåí, òî ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ
åãî âåðøèíàìè åñòü ïóòü.

Îïðåäåëåíèå. Ñâÿçíûé ïîäãðàô2, òàêîé, ÷òî íèêàêàÿ âåðøèíà íå èç ýòîãî ïîä-
ãðàôà íå ñîåäèíåíà ñ íèì, íàçûâàåòñÿ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè.

1Äðóæåñêèé ñîâåò: ëó÷øå ðèñîâàòü êàðòèíêè, ïîêà îíè òóò íå ïîÿâèëèñü
2Çäåñü èìååòñÿ ââèäó ò.í. èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô: ìíîæåñòâî åãî âåðøèí ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì

âåðøèí èñõîäíîãî ãðàôà, à ðåáðî ìåæäó íèìè åñòü, åñëè îíî åñòü â èñõîäíîì ãðàôå



Óòâåðæäåíèå. Ëþáîé ãðàô åñòü îáúåäèíåíèå (íåïåðåñåêàþùèõñÿ) êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü âåðøèíó ãðàôà A è ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí, â êîòîðûå ìîæíî ïîïàñòü èç A. Òîãäà äîêàæåì, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ïîäãðàô ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè, ñîäåðæàùåé A.

Äëÿ ýòîãî, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ, íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòîò ïîäãðàô ñâÿçåí è
÷òî èç ëþáîé äðóãîé âåðøèíû íåëüçÿ äîáðàòüñÿ äî ýòîãî ïîäãðàôà.

Ñâÿçíîñòü î÷åâèäíà: äëÿ ëþáûõ âåðøèí B è C èç B ìîæíî ïîïàñòü â C, ïðîéäÿ
÷åðåç A (åñëè îäíà èç âåðøèí ñîâïàäàåò ñ A, òî óòâåðæäåíèå ñòàíîâèòñÿ åùå áîëåå
î÷åâèäíûì).

Âòîðîå óñëîâèå òàêæå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ: åñëè èç êàêîé-òî âåðøèíû ìîæíî äî-
áðàòüñÿ äî íàøåãî ïîäãðàôà, òî òîãäà èç ýòîé âåðøèíû ìîæíî äîáðàòüñÿ è äî âåðøè-
íû A, à çíà÷èò, â èñõîäíóþ âåðøèíó ìîæíî áûëî ïîïàñòü èç A è îíà ïðèíàäëåæèò
íàøåìó ïîäãðàôó.

Òåïåðü âûêèíåì ýòó êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè èç íàøåãî ãðàôà. Åñëè íè÷åãî íå îñòà-
ëîñü, òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Åñëè æå îñòàëèñü êàêèå-íèáóäü âåðøèíû, òî ïîâòîðèì
ýòó îïåðàöèþ åùå ðàç. Òàê êàê êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôå êîíå÷íî, òî ðàíî èëè ïîçäíî
ïðîöåññ çàêîí÷èòüñÿ. �

Äåðåâüÿ

Îïðåäåëåíèå. Ñâÿçíûé ãðàô áåç öèêëîâ íàçûâàåòñÿ äåðåâîì. Ãðàô áåç öèêëîâ
(íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíûé) íàçûâàåòñÿ ëåñîì.

Îïðåäåëåíèå. Â ãðàôå âåðøèíà ñòåïåíè 1 íàçûâàåòñÿ âèñÿ÷åé, âåðøèíà ñòåïå-
íè 0 íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé.

Óòâåðæäåíèå. Â ëþáîì äåðåâå, â êîòîðîì õîòÿ áû äâå âåðøèíû, åñòü âèñÿ÷àÿ
âåðøèíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ëþáóþ âåðøèíó è ðåáðî, âûõîäÿùåå èç íåå. Ïðîéäåì
ïî ýòîìó ðåáðó.

Åñëè âåðøèíà, â êîòîðóþ ìû ïîïàëè ñòåïåíè 1, òî ìû íàøëè âèñÿ÷óþ âåðøèíó.
Åñëè íåò, òî åå ñòåïåíü õîòÿ áû 2 è ñóùåñòâóåò åùå õîòÿ áû îäíî ðåáðî (îòëè÷íîå îò
òîãî, ïî êîòîðîìó ìû ïðèøëè). Ïðîéäåì ïî ýòîìó ðåáðó.

Åñëè âåðøèíà, â êîòîðóþ ìû ïîïàëè ñòåïåíè 1, òî ìû íàøëè âèñÿ÷óþ âåðøèíó.
Åñëè íåò, òî åå ñòåïåíü õîòÿ áû 2 è ñóùåñòâóåò åùå õîòÿ áû îäíî ðåáðî (îòëè÷íîå îò
òîãî, ïî êîòîðîìó ìû ïðèøëè). Ïðîéäåì ïî ýòîìó ðåáðó.

È òàê äàëåå. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê â íàøåì ãðàôå íåò öèêëîâ, òî ìû âñåãäà áóäåì
ïðèõîäèòü â òó âåðøèíó, â êîòîðîé åùå íå áûëè. Òàê êàê ãðàô êîíå÷åí, òî ðàíî èëè
ïîçäíî íàì ïðèäåòñÿ ïðåêðàòèòü äîáàâëÿòü íîâûå âåðøèíû è îñòàíîâèòüñÿ. Îñòàíî-
âèòüñÿ ìû ìîæåì òîëüêî â âèñÿ÷åé âåðøèíå. �

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì äåðåâå, â êîòîðîì õîòÿ áû äâå âåðøèíû,
åñòü õîòÿ áû äâå âèñÿ÷èå âåðøèíû.

Óòâåðæäåíèå. Â ëþáîì äåðåâå íà n âåðøèíàõ ðîâíî n− 1 ðåáðî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî n.
Áàçà. n = 1 � î÷åâèäíî.
Ïåðåõîä. n = k −→ n = k + 1.
Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Â ëþáîì äåðåâå íà k âåðøèíàõ ðîâíî k − 1 ðåáðî.



Ðàññìîòðèì äåðåâî íà k + 1�îé âåðøèíå. Õî÷åòñÿ óáðàòü ëþáóþ âåðøèíó è ïðè-
ìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Íî íå òóò òî áûëî, ïîñêîëüêî äîñòàòî÷íî ëåãêî
ïîñòðîèòü ïðèìåð äåðåâà òàêîãî, ÷òî ïðè âûêèäûâàíèè èç íåãî íåêîòîðîé âåðøèíû
òî, ÷òî îñòàåòñÿ, íå ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.

Ïîýòîìó äàâàéòå âûêèäûâàòü íå àáû êàêóþ âåðøèíó, à âèñÿ÷óþ (áëàãî îíà åñòü
ïî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ).

Îñòàíåòñÿ ãðàô íà k âåðøèíàõ. È íàì íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.
Î÷åâèäíî, ÷òî öèêëîâ ïîÿâèòñÿ íå ìîãëî, ïîýòîìó íàì íåîáõîäèìî òîëüêî ïðîâåðèòü
ñâÿçíîñòü.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå äâå âåðøèíû èç îñòàâøåãîñÿ ãðàôà. Ïî óñëîâèþ, äî âû-
êèäûâàíèÿ âåðøèíû, ãðàô áûë äåðåâîì, à çíà÷èò ñâÿçíûì ãðàôîì, è ìåæäó ìåæäó
âûáðàííûìè âåðøèíàìè áûë ïðîñòîé ïóòü.

Ìîã ëè ýòîò ïóòü ïðîõîäèòü ÷åðåç âûêèíóòóþ âåðøèíó? Î÷åâèäíî, íåò, òàê êàê
òîãäà åäèíñòâåííîå èíöèäåíòíîå ýòîé âåðøèíå ðåáðî ïîâòîðèòñÿ â ýòîì ïóòè äâàæäû
(ïðèòîì ïîäðÿä). Çíà÷èò, ýòîò ïóòü îñòàëñÿ è ãðàô ñâÿçåí.

Òîãäà ýòî äåðåâî íà k âåðøèíàõ è â íåì, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóöèè, ðîâíî k − 1
ðåáðî. Âåðíåì âûêèíóòóþ âåðøèíó. Âìåñòå ñ íåé âåðíåòñÿ ðîâíî îäíî ðåáðî, è ðåáåð
ñòàíåò k. Ïåðåõîä äîêàçàí. �

Îïðåäåëåíèå.Ïîäãðàô, ñîäåðæàùèé âñå âåðøèíû ñâÿçíîãî ãðàôà è ÿâëÿþùèéñÿ
äåðåâîì, íàçûâàåòñÿ îñòîâíûì äåðåâîì (îñòîâîì, ñêåëåòîì).

Óòâåðæäåíèå. Â ëþáîì ñâÿçíîì ãðàôå åñòü îñòîâíîå äåðåâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ñàìîì äåëå íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî ìû ìîæåì âûêèíóòü

èç íàøåãî ãðàôà íåñêîëüêî ðåáåð òàê, ÷òîáû îñòàâøèéñÿ ãðàô áûë äåðåâîì.
Ïîñìîòðèì íà íàø ãðàô. Åñëè îí óæå äåðåâî, òî äåëàòü íå÷åãî. Ïóñòü îí íå äåðåâî,

íî îí ñâÿçåí. Çíà÷èò â íåì åñòü öèêë, à çíà÷èò è ïðîñòîé öèêë.
Âûêèíåì ëþáîå ðåáðî èç ýòîãî öèêëà è äîêàæåì, ÷òî îñòàâøèéñÿ ãðàô âñå åùå

ñâÿçåí.
Ðàññìîòðèì ëþáûå äâå âåðøèíû íàøåãî ãðàôà è äîêàæåì, ÷òî ìåæäó íèìè åñòü

ìàðøðóò. Çàìåòèì, ÷òî äî âûêèäûâàíèÿ íàø ãðàô áûë ñâÿçåí è çíà÷èò ìåæäó ýòè-
ìè äâóìÿ âåðøèíàìè áûë ïðîñòîé ïóòü. Åñëè íå ñîäåðæèò âûêèíóòîãî ðåáðà, òî îí
îñòàëñÿ è ìû íàøëè ìàðøðóò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîäåðæèò. Ïóñòü ðåáðî ñîåäèíÿëî
âåðøèíû a è b. Òîãäà çàìåíèì â ýòîì ïóòè ðåáðî ab íà ïóòü èç a â b, èäóùèé ïî
îñòàâøèìñÿ ðåáðàì öèêëà. Òîãäà ìû ïîëó÷èì ìàðøðóò, íå ñîäåðæàùèé âûêèíóòîãî
ðåáðà.

Çíà÷èò, îñòàâøèéñÿ ãðàô ñâÿçåí. Áóäåì ïðîäîëæàòü òàê äåéñòâîâàòü ïîêà ìîæåì.
Ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ, òàê êàê êîëè÷åñòâî ðåáåð â ãðàôå êîíå÷íî, à êàæäûé ðàç èõ
êîëè÷åñòâî óìåíüøàåòñÿ õîòÿ áû íà 1. Îñòàíîâèòüñÿ ìû ìîæåì òîëüêî íà äåðåâå. �

Ñëåäñòâèå. Â ëþáîì ñâÿçíîì ãðàôå íà n âåðøèíàõ õîòÿ áû n− 1 ðåáðî.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðàôà ìîæíî óäàëèòü âåðøèíó è âñå
âûõîäÿùèå èç íåå ðåáðà òàê, ÷òîáû ãðàô îñòàëñÿ ñâÿçíûì.



Ýéëåðîâîñòü

Îïðåäåëåíèå. Ýéëåðîâ ïóòü â ãðàôå � ýòî ïóòü, ïðîõîäÿùèé ïî êàæäîìó ðåáðó
ðîâíî îäèí ðàç.

Ýéëåðîâ öèêë â ãðàôå � ýòî öèêë, ïðîõîäÿùèé ïî êàæäîìó ðåáðó ðîâíî îäèí ðàç.
Ðàçóìååòñÿ, ýéëåðîâ ïóòü è öèêë â ãðàôå ìîãóò èìåòü ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïî âåðøè-

íàì. Âñå ðàññóæäåíèÿ ïîäðàçóìåâàþò âîçìîæíîñòü íàëè÷èÿ êðàòíûõ ðåáåð è ïåòåëü.

Òåîðåìà. Ïóñòü â ãðàôå íåò èçîëèðîâàííûõ âåðøèí.
a) Ýéëåðîâ öèêë â ãðàôå ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñâÿçåí è ñòåïåíè

âñåõ âåðøèí ÷åòíû.
b) Ýéëåðîâ ïóòü â ãðàôå ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñâÿçåí è â íåì

íå áîëåå äâóõ âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè.
Äîêàçàòåëüñòâî. a)⇒: Ñâÿçíîñòü î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó åñëè â ãðàôå íåò âåðøèí

ñòåïåíè 0, òî ýéëåðîâ öèêë ïðîõîäèò ÷åðåç âñå âåðøèíû.
Êàæäûé ðàç, ïðîõîäÿ ÷åðåç âåðøèíó v, ýéëåðîâ öèêë ïðîõîäèò ïî äâóì ðåáðàì,

ïîýòîìó ñòåïåíü v ÷åòíà.
⇐: Ïóñòü ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ÷åòíû.
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí è ðåáåð â ãðàôå. Ðàçðå-

øèì ãðàô, ñîñòîÿùèé ðîâíî èç îäíîé èçîëèðîâàííîé âåðøèíû.
Áàçà: îäíà èçîëèðîâàííàÿ âåðøèíà.
Ïåðåõîä: îò âñåõ ìåíüøèõ ê ñëåäóþùåìó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàôà,

â êîòîðîì èëè âåðøèí, èëè ðåáåð ìåíüøå ÷åì â íàøåì, óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Íà÷íåì ïóòü â ïðîèçâîëüíîé âåðøèíå a è áóäåì èäòè, óäàëÿÿ èç ãðàôà ïðîéäåííûå

ðåáðà, ïîêà ýòî âîçìîæíî. Ñòåïåíü âåðøèíû v ïîcëå âûõîäà èç íåå ñòàëà íå÷åòíîé,
çà êàæäûé ïðîõîä ïóòè ÷åðåç êàêóþ-ëèáî âåðøèíó åå ñòåïåíü óìåíüøàåòñÿ íà 2, ÷åò-
íîñòü ñòåïåíè ïðè ýòîì íå èçìåíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, íàø ïóòü îêîí÷èòñÿ èìåííî â
íà÷àëüíîé âåðøèíå a, òåì ñàìûì ïîëó÷èòñÿ öèêë.

Ïîñëå óäàëåíèÿ âñåõ ðåáåð íàéäåííîãî öèêëà îáðàçîâàëîñü íåñêîëüêî êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí â êàæäîé èç êîòîðûõ ÷åòíû. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èí-
äóêöèè, â êàæäîé èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè åñòü ýéëåðîâ öèêë (âîçìîæíî, ïóñòîé, åñëè
êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè � èçîëèðîâàííàÿ âåðøèíà).

Ïîñêîëüêó èñõîäíûé ãðàô ñâÿçåí, òî äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñóùåñòâó-
åò âåðøèíà, ëåæàùàÿ íà ïåðâîíà÷àëüíîì öèêëå. Òîãäà ïî ýòîé âåðøèíå íåñëîæíî
ñîñòûêîâàòü ïåðâîíà÷àëüíûé öèêë è ýéëåðîâ öèêë ýòîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè â îäèí.
Ïðîäåëàâ òàêóþ îïåðàöèþ ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, ìû ïîëó-
÷èì ýéëåðîâ öèêë â èñõîäíîì ãðàôå.

b) ⇒ Ïóñòü ýéëåðîâ ïóòü èìååò êîíöû a è b. Êàæäûé ðàç, ïðîõîäÿ ÷åðåç âåðøèíó
v, ýéëåðîâ ïóòü ïðîõîäèò ïî äâóì ðåáðàì, ïîýòîìó â ñëó÷àå a = b ñòåïåíè âñåõ âåðøèí
÷åòíû, à ïðè a 6= b â ãðàôå ðîâíî äâå âåðøèíû íå÷åòíîé ñòåïåíè � êîíöû ïóòè a è b.

⇐ Êîëè÷åñòâî âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè â ãðàôå ÷åòíî. Åñëè èõ íåò, òî â ãðàôå
åñòü ýéëåðîâ öèêë, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ è ýéëåðîâûì ïóòåì.

Ïóñòü â ãðàôå ðîâíî äâå âåðøèíû íå÷åòíîé ñòåïåíè a è b. Ñîåäåíèì èõ ðåáðîì (âîç-
ìîæíî, åùå îäíèì). Òîãäà âñå âåðøèíû â ãðàôå ñòàíóò ÷åòíîé ñòåïåíè è, ïî ïóíêòó a),
â íåì áóäåò ýéëåðîâ öèêë. Ðàçîðâàâ ýòîò öèêë ïî äîáàâëåííîìó ðåáðó ìû ïîëó÷èì ýé-
ëåðîâ ïóòü. �



Óòâåðæäåíèå. Åñëè â ñâÿçíîì ãðàôå 2k âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè, òî åãî ðåáðà
ìîæíî ðàçáèòü íà k íåïåðåñåêàþùèõñÿ (ïî ðåáðàì) ïóòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîáàâèì â ãðàô åùå îäíó âåðøèíó è ñîåäåíèì åå ñî âñåìè
âåðøèíàìè íå÷åòíîé ñòåïåíè.

Ïîëó÷èñÿ ãðàô, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí êîòîðîãî ÷åòíû, è, ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå,
â íåì åñòü ýéëåðîâ öèêë.

Ïîðâåì ýòîò öèêë â òåõ ìåñòàõ, ãäå îí ïðîõîäèò ÷åðåç äîáàâëåííóþ âåðøèíó. Â
ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ k (ïî÷åìó?) íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé, ñîäåðæàùèõ âñå ðåáðà
èñõîäíîãî ãðàôà. �


