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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèåì f èç ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ ïðà-
âèëî, ñîãëàñíî êîòîðîìó êàæäîìó ýëåìåíòó a èç ìíîæåñòâà A ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò b èç ìíîæåñòâà B.

Îáîçíà÷åíèÿ. f : A −→ B è f(a) = b. Ýëåìåíò b íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ýëåìåíòà
a, ýëåìåíòà a ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà b ïðè îòîáðàæåíèè f .

Ïðèìåð. Ìíîæåñòâî ó÷åíèêîâ è ìíîæåñòâî ñòóëüåâ.
Äàâàéòå ñîïîñòàâèì êàæäîìó ó÷åíèêó ñòóë, íà êîòîðîì îí ñèäèò. Çàìåòèì, ÷òî

åñëè êòî-òî ñèäèò íà äâóõ ñòóëüÿõ èëè âîîáùå íå ñèäèò íè íà îäíîì ñòóëå, òî íà-
øå ñîïîñòàâëåíèå íå áóäåò îòîáðàæåíèåì. Îòìåòèì, ÷òî òàê æå îñòàëèñü ñòóëüÿ, íà
êîòîðûõ íèêòî íå ñèäèò, íî ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ.

Ïðèìåð. (îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà â ñåáÿ)
Ñîïîñòàâèì êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó, áîëüøåãî 1, åãî íàèìåíüøèé äåëèòåëü

îòëè÷íûé îò 1. Òîãäà ÷èñëó íèêàêîå ÷èñëî íå ñîïîñòàâèòüñÿ ÷èñëó 6, à ÷èñëî 3 áóäåò
ñîïîñòàâëåíî áåñêîíå÷íî áîëüøîìó ìíîæåñòâó ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f : A −→ B íàçûâàåòñÿ áèåêöèåé èëè âçàèìíî îäíî-
çíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìíîæåñòâ A è B, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:
• äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a1, a2 ∈ A, a1 6= a2 âåðíî, ÷òî f(a1) 6= f(a2);
• äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà b ∈ B ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a òàêîé, ÷òî f(a) = b.

Çàìå÷àíèå. Ïåðâîå ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçíûå ýëåìåíòû ïðè îòîáðàæåíèè
ïåðåõîäÿò â ðàçíûå, à âòîðîå � ÷òî â êàæäûé ýëåìåíò ÷òî-òî äà ïåðåøëî.

Çàìå÷àíèå. Íàêîíåö-òî ìû äàëè ñòðîãî îïðåäåëåíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñî-
îòâåòñòâèÿ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà A è B êîíå÷íû è ìåæäó íèìè åñòü
áèåêöèÿ, òî |A| = |B| (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïàðó ðàç ïðèíöèïîì Äè-
ðèõëå). Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå, òåïåðü ìû çíàåì, ÷òî èìåííî íóæíî ïðîâåðÿòü äëÿ
òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ÷òî-òî ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì.

Ïðèìåð. Ìíîæåñòâî îêðóæíîñòåé íà ïëîñêîñòè è ìíîæåñòâî ïàð (A, r), ãäå A �
òî÷êà íà ïëîñêîñòè, r � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 0.

Ïðèìåð. Ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâî óïîðÿäî-
÷åííûõ ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (m,n) = 1.

Ïðèìåð. 1. Îòîáðàæåíèå f : N −→ N òàêîå, ÷òî f(x) = 2x, íå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.
2. Îòîáðàæåíèå f : N −→ N òàêîå, ÷òî f(x) = [x/2]+1, ãäå [x/2] îçíà÷àåò íàèáîëü-

øåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x/2, íå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Òåîðåìà. Ïóñòü çàäàíî îòîáðàæåíèå f : A −→ B, ãäå A è B êîíå÷íûå ìíîæåñòâà
è |A| = |B| = n. Òîãäà f ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé åñëè âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñâîéñòâ
â îïðåäåëåíèè áèåêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |A| = n è âûïîëíåíî âòîðîå ñâîéñòâî. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå è f íå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Òîãäà íå âûïîíÿåòñÿ ïåðâîå ñâîéñòâî è ñóùå-
ñòâóþò äâà ýëåìåíòà a1, a2 ∈ A òàêèå, ÷òî a1 6= a2, íî f(a1) = f(a2) = b ∈ B. Òîãäà
îñòàâøèåñÿ n − 2 ýëåìåíòà ìíîæåñòâà A ìîãóò ïåðåéòè íå áîëåå ÷åì â n − 2 ðàçëè÷-
íûõ ýëåìåíòà ìíîæåñòâà B. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéä¼òñÿ òàêîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B, â
êîòîðûé íè÷åãî íå ïåðåøëî, ïðîòèâîðå÷èå.



Âòîðîé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : A −→ B ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.
Îïðåäåëèì îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 èç ìíîæåñòâà B â ìíîæåñòâî A ïî ïðàâèëó

f−1(b) = a, åñëè f(a) = b.

Èç ñâîéñòâ áèåêöèè ñëåäóåò, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî (òî åñòü ëþáîìó
b ∈ B ÷òî-òî ñîïîñòàâèòñÿ), à âî âòîðûõ îïðåäåëåíî êîððåêòíî (òî åñòü íè îäíîìó
ýëåìåíòó èç B íå ñîïîñòàâëÿåòñÿ äâà ýëåìåíòà èç A).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.
Óïðàæíåíèå. Ïðîâåðèòü ýòî.


