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4.1. Íàéäèòå, ïîæàëóéñòà, êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèòü 16 ÷åëîâåê íà ïàðû.

Îòâåò.

16!

28 · 8!
. �åøåíèå. Ïåðâîå ðåøåíèå. Äàâàéòå âûáåðåì ïåðâóþ ïàðó. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü

C2
16 ñïîñîáàìè.

Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñïîñîáîâ åñòü C2
14 ñïîñîáîâ âûáðàòü âòîðóþ ïàðó. Ñòàëî áûòü, âûáðàòü

ïåðâûå äâå ïàðû åñòü C2
16 · C

2
14 ñïîñîáà. È òàê äàëåå.

Âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíî 8 ïàð åñòü C2
16 · C

2
14 · . . . · C

2
2 =

16 · 15

2
·
14 · 12

2
· . . . ·

2 · 1

2
=

16!

28
ñïîñîáîâ.

Àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ çàäà÷è 3.1 âàðèàíò {a1, . . . , a8} ðàçáèåíèÿ íà ïàðû ìû ïîñ÷èòàëè 8! ðàç..
Âòîðîå ðåøåíèå. Äàâàéòå ðàññòàâèì âñåõ ëþäåé ïî ïîðÿäêó è â ïåðâóþ ïàðó îòïðàâèì ïåðâûõ

äâóõ ëþäåé, âî âòîðóþ � ñëåäóþùèõ äâîèõ è òàê äàëåå. �àññòàâèòü ëþäåé ïî ïîðÿäêó åñòü 16!
ñïîñîáîâ.

Èç-çà ÷åãî â òàêîì ðåøåíèè ìû ïîñ÷èòàåì îäèí è òîò æå âàðèàíò íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè? Âî-

ïåðâûõ, ïîòîìó ÷òî åñëè ìû ïîìåíÿåì äâóõ ÷åëîâåê ìåñòàìè â îäíîé ïàðå, òî îò ýòîãî ðàçáèåíèå íå

èçìåíèòñÿ. Ïîýòîìó íàäî 16! ïîäåëèòü íà 28 (ïî îäíîé äâîéêå íà êàæäóþ ïàðó).

Âî-âòîðûõ, åñëè ìû òåïåðü ïåðåñòàâèì ïàðû ìåñòàìè, òî ðàçáèåíèå òàêæå íå èçìåíèòñÿ. Ïåðå-

ñòàâèòü 8 ïàð ìåñòàìè åñòü 8! ñïîñîáîâ. Ïîýòîìó 16!/28 íàäî ïîäåëèòü åùå è íà 8!. Òåïåðü êàæäûé
âàðèàíò ìû ïîñ÷èòàëè ðîâíî îäèí ðàç.

Ïëàí òðåòüåãî ðåøåíèÿ. Äàâàéòå âûáåðåì èç 16 ÷åëîâåê êàêèõ-òî 8. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü C8
16

ñïîñîáàìè. Ïîñëå ýòîãî äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ âàðèàíòîâ åñòü 8! ñïîñîáîâ ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå

êàæäîìó ÷åëîâåêó èç âûáðàííûõ êîãî-òî îäíîãî èç îñòàâøèõñÿ. Òàêèì îáðàçîì ó íàñ ïîëó÷àåòñÿ

C8
16 · 8! ñïîñîáîâ.
Íî çàìåòèì, ÷òî êàæäûé âàðèàíò ìû ïîñ÷èòàëè 28 ðàç, òàê êàê ìû ìîæåì äëÿ êàæäîé ïàðû èëè

ïîìåíÿòü â íåé äâóõ ÷åëîâåê ìåñòàìè (òî åñòü âûáðàòü â ïåðâîíà÷àëüíîå ìíîæåñòâî èç 8 ÷åëîâåê íå

ñàìîãî ÷åëîâåêà, à åãî ïàðòíåðà, îò ýòîãî ðàçáèåíèå íå èçìåíèòñÿ), èëè íå ïîìåíÿòü.

Ñòàëî áûòü îòâåò

C8
16 · 8!

28
=

16!

8!·8!
· 8!

28
=

16!

28 · 8!
.

4.2. Äîêàæèòå àëãåáðàè÷åñêè (ò.å. èñïîëüçóÿ �îðìóëó), ÷òî Ck
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�åøåíèå.
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4.3. Â ãðà�å íà n âåðøèíàõ ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò 9. Äîêàæèòå, ÷òî åãî âåðøèíû

ìîæíî ïîêðàñèòü â 10 öâåòîâ ïðàâèëüíûì îáðàçîì, òî åñòü òàê, ÷òîáû âåðøèíû, ñîåäèíåííûå ðåáðîì,

áûëè ðàçíîãî öâåòà.

�åøåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî n.
Áàçà. n = 1 � î÷åâèäíî (óæ îäíó òî âåðøèíó ìû òî÷íî ïîêðàñèì).

Ïåðåõîä. n = k −→ n = k + 1.
Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Åñëè â ãðà�å íà k âåðøèíàõ ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò

9, òî åãî âåðøèíû ìîæíî ïîêðàñèòü â 10 öâåòîâ ïðàâèëüíûì îáðàçîì.

�àññìîòðèì ãðà� íà k + 1�îé âåðøèíå, ñòåïåíü êàæäîé èç âåðøèí êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò 9.

Âûáåðåì êàêóþ-íèáóäü âåðøèíó è çàáóäåì î íåé. Òîãäà â îñòàâøåìñÿ ãðà�å áóäåò k âåðøèí è ñòåïåíü
êàæäîé íå ïðåâîñõîäèò 9. Òîãäà, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èõ ìîæíî ïîêðàñèòü â 10 öâåòîâ

ïðàâèëüíûì îáðàçîì.

Âñïîìíèì î çàáûòîé, k + 1�îé, âåðøèíå. Åå ñòåïåíü íå ïðåâîñõîäèò 9, çíà÷èò ñðåäè âåðøèí,

ñ êîòîðûìè îíà ñîåäèíåíà, íå áîëåå 9 öâåòîâ. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò öâåò, êîòîðîãî ñðåäè íèõ íåò.

Ïîêðàñèì ýòó âåðøèíó â ýòîò öâåò. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ ðàñêðàñêà � ïðàâèëüíàÿ. Ïåðåõîä

äîêàçàí.

4.4. Äîêàæèòå âî ñëàâó Íüþòîíà è áèíîìà: C0
n
− C1

n
+ . . .+ (−1)kCk

n
+ . . .+ (−1)nCn

n
= 0.

�åøåíèå.

0n = (1 + (−1))n = C0
n
− C1

n
+ . . .+ (−1)kCk

n
+ . . .+ (−1)nCn

n



Çàìå÷àíèå. Òàêæå ñìîòðè ðåøåíèå çàäà÷è 2.7.

4.5. Â íåêîòîðîì ãîñóäàðñòâå êàæäûé ãîðîä ñîåäèíåí ñ êàæäûì äîðîãîé. Ñóìàñøåäøèé êîðîëü

õî÷åò ââåñòè íà äîðîãàõ îäíîñòîðîííåå äâèæåíèå òàê, ÷òîáû âûåõàâ èç ëþáîãî ãîðîäà, â íåãî íåëüçÿ

áûëî âåðíóòüñÿ. Ìîæíî ëè òàê ñäåëàòü?

Îòâåò. Äà. �åøåíèå.Ïåðâîå ðåøåíèå.Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ãîðîäîâ.

Áàçà. n = 1 � î÷åâèäíî.

Ïåðåõîä. n = k −→ n = k + 1.
Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Åñëè â ãîñóäàðñòâå k ãîðîäîâ è êàæäûé ñîåäèíåí ñ êàæäûì äîðîãîé,

òî ìîæíî ââåñòè íà äîðîãàõ îäíîñòîðîííåå äâèæåíèå òàê, ÷òîáû âûåõàâ èç ëþáîãî ãîðîäà, â íåãî

íåëüçÿ áûëî âåðíóòüñÿ.

�àññìîòðèì ñèòóàöèþ ñ k + 1 ãîðîäîì. Âðåìåííî çàáóäåì îá îäíîì èç ãîðîäîâ. Òîãäà îñòàíåòñÿ

k ãîðîäîâ è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè íà äîðîãàõ ìîæíî áóäåò ââåñòè îäíîñòîðîííåå äâèæåíèå

òàê, ÷òîáû âûåõàâ èç ëþáîãî ãîðîäà â íåãî íåëüçû áûëî âåðíóòüñÿ.

Âñïîìíèì î k + 1�îì ãîðîäå. Íà âñåõ äîðîãàõ, âåäóùèõ èç íåãî ââåäåì îäíîñòîðîííå äâèæåíèå

òàê, ÷òî âñå äîðîãè âåäóò èç íåãî.

Ëåãêî ïðîâåðèòü (ýòî íàäî ñäåëàòü!), ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ îðèåíòàöèÿ ïîäõîäèò. Ïåðåõîä äîêàçàí.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïðîíóìåðóåì âåðøèíû îò 1 äî n è äëÿ ãîðîäîâ k è l, k < l, îðèåíòàöèþ íà

äîðîãå ââåäåì èç k â l.
Òîãäà, êàòàÿñü ïî ãîðîäàì, ìû âñåãäà áóäåì óâåëè÷èâàòü íîìåð ãîðîäà, â êîòîðîì ìû íàõîäèìñÿ,

ïîýòîìó âåðíóòüñÿ íå ñìîæåì.

4.7. ×èñëî âûãëÿäèò êàê ïðîñòîå, åñëè îíî ñîñòàâíîå, íî íå äåëèòñÿ íè íà 2, íè íà 3, íè íà 5.

(Ïðèìåð òàêîãî ÷èñëà � 91.) Ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî 1000 èìååòñÿ 168 ïðîñòûõ. À ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 1000, âûãëÿäÿò êàê ïðîñòûå?

Îòâåò. 100. �åøåíèå. Äàâàéòå ìû áóäåò ñ÷èòàòü íå òå ÷èñëà, êîòîðûå íàì ïîäõîäÿò, à òå èç

íèõ, êîòîðûå íàì íå ïîäõîäÿò.

Äëÿ íà÷àëà ïîñ÷èòàåì, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñîñòàâíûõ ÷èñåë, êîòîðûå äåëÿòñÿ èëè íà 2, èëè íà 3,

èëè íà 5. Àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ çàäà÷è 1.2b) òàêèõ ÷èñåë áóäåò 499+332+199−166−66−100+33 = 731
(òàê êàê ìû ñ÷èòàåì ñîñòàâíûå ÷èñëà, òî âìåñòî 500 ó íàñ 499, âìåñòî 333 � 332, âìåñòî 200 � 199).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1 íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðîñòûì, íè ñîñòàâíûì ÷èñëîì, à òàêæå òîò �àêò, ÷òî ïðîñòûõ

÷èñåë îò 1 äî 1000 ó íàñ 168 ïîëó÷àåì, ÷òî âñåãî íàì íå ïîäõîäÿò 731+ 1+ 168 = 900 ÷èñåë, ïîýòîìó
îñòàâøèåñÿ 100 ïîäõîäÿò.

4.8. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè õðîìàÿ ëàäüÿ ìîæåò äîéòè ñ ïîëÿ a1 äî ïîëÿ h8, íå ïîáûâàâ íà ïîëå e6?

(õðîìàÿ ëàäüÿ õîäèò íà îäíó êëåòêó âïðàâî èëè ââåðõ)

Îòâåò. C7
14 − C4

9 · C3
5 . �åøåíèå. Äàâàéòå äëÿ íà÷àëà âñïîìíèì, ñêîëüêî âñåãî åñòü ñïîñîáîâ

äîáðàòüñÿ èç êëåòêè a1 â êëåòêó h8. Çàìåòèì, ÷òî íàì íóæíî ñäåëàòü 7 õîäîâ ââåðõ è 7 õîäîâ

âïðàâî, òî åñòü âñåãî 14 õîäîâ. Ñòàëî áûòü ó íàñ åñòü C7
14 ñïîñîáîâ ýòî ñäåëàòü (íàäî èç 14 õîäîâ

âûáðàòü òå 7, êîãäà ìû áóäåì õîäèòü âïðàâî).

À òåïåðü ïîñ÷èòàåì, ñêîëüêî èç ýòèõ ïóòåé ïðîõîäÿò ÷åðåç e6. Ëþáîé ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç e6

äåëèòñÿ íà 2 ÷àñòè: â íà÷àëå ìû èäåì äî e6, íà ýòî ó íàñ ïî àíàëîãè÷íûì ñîîáðàæåíèÿì åñòü C4
9

ñïîñîáîâ, à ïîòîì èäåì èç e6 â h8, íà ýòî ó íàñ C3
5 ñïîñîáà. Ïîýòîìó âñåãî ñïîñîáîâ ó íàñ C4

9 · C3
5 .

Åñëè îíè íàì íå ïîäõîäÿò, òî íàäî èõ âû÷åñòü.

4.9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

12 + 22 + . . .+ n2 =
n(n + 1)(2n+ 1)

6
.

Çàïîìíèòå ýòó �îðìóëó.

�åøåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî n.

Áàçà. n = 1: 12 =
1(1 + 1)(2 + 1)

6
.

Ïåðåõîä. n = k −→ n = k + 1.

Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. 12 + 22 + . . .+ k2 =
k(k + 1)(2k + 1)

6
.

Íàì íàäî ÷òî-òî äîêàçàòü ïðî 12+22+ . . .+ (k+1)2, à çíàåì ìû ÷òî-òî ïðî 12+22+ . . .+ k2
. Ýòî



äîëæíî íàâîäèòü íà ìûñëü î ñëåäóþùèõ äåéñòâèÿõ:

12 + 22 + . . .+ (k + 1)2 = 12 + 22 + . . .+ k2 + (k + 1)2 =
k(k + 1)(2k + 1)

6
+ (k + 1)2 =

= (k + 1)

(

2k2 + k

6
+ (k + 1)

)

= (k + 1)
2k2 + 7k + 6

6
=

= (k + 1)
2k2 + 4k + 3k + 6

6
= (k + 1)

2k(k + 2) + 3(k + 2)

6
=

=
(k + 1)(k + 2)(2k + 3)

6
.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî � çäðàâûé ñìûñë, âòîðîå � ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, âñå îñòàëüíûå � ðåçóëüòàò

ïðåîáðàçîâàíèé. Ïåðåõîä äîêàçàí.

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå ìû çíàëè, ÷òî äîëæíî ïîëó÷èòñÿ â êîíöå, ïîýòîìó íåêîòîðûå äåé-

ñòâèÿ â ïðåîáðàçîâàíèÿõ âçÿòû íå ñ ïîòîëêà, à áûëè ñäåëàíû ñ öåëüþ ïîëó÷èòü êîíêðåòíîå âûðà-

æåíèå â êîíöå.


