
×åòíîñòü áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.
Íàïîìíèì, ÷òî òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ ñîñòîèò èç ÷èñåë CK

N . Äëÿ ýòèõ ÷èñåë åñòü
ÿâíàÿ ôîðìóëà CK

N = N !
K!(N−K)! . Îíè ÿâëÿþòñÿ öåëûìè, òàê êàê ñ÷èòàþò ÷èñëî K

ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ N ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà. Îíè òàêæå íàçûâàþòñÿ áè-
íîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, òàê êàê ôèãóðèðóþò â ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà:
(a+ b)N =

∑N
K=0C

K
N akbN−K .

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ ïî ìî-
äóëþ 2. Ò.å. çàìåíèì âñå ÷èñëà CK

N íà èõ
îñòàòêè. Ïîëó÷àþùèéñÿ òðåóãîëüíèê ñòðî-
èòñÿ ïðè ïîìîùè òîé ðåêóððåíòíîé ôîðìó-
ëû, íî ñî ñëîæåíèåì ïî ìîäóëþ 2: 0+0 = 0,
0 + 1 = 1, 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0. Íà ðèñóíêå
ñïðàâà âûïèñàíû 16 ïåðâûõ ñòðî÷åê ýòî-
ãî òðåóãîëüíèêà, ðÿäîì ñ êàæäîé ñòðîêîé
óêàçàí åå íîìåð: ÷èñëî N îò 0 äî 15.

0 1
1 1 1
2 1 0 1
3 1 1 1 1
4 1 0 0 0 1
5 1 1 0 0 1 1
6 1 0 1 0 1 0 1
7 1 1 1 1 1 1 1 1
8 1 0 0 0 0 0 0 0 1
9 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1
10 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1
11 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
12 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
13 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
14 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
15 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

. . . . . . . . .

Ïóñòü aN � ÷èñëî åäèíèö â N -é ñòðî-
êå. Ëåãêî ïîñ÷èòàòü ïåðâûå íåñêîëüêî ÷è-
ñåë èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

a1 = 2, a2 = 2, a3 = 4, a4 = 2, a5 = 4,

a6 = 4, a7 = 8, a8 = 2, a9 = 4, a10 = 4,

a11 = 8, a12 = 4, a13 = 8, a14 = 8,

a15 = 16, . . .

Ëåãêî óâèäåòü ñëåäóþùóþ çàêîíîìåðíîñòü:

Òåîðåìà 1. ×èñëî aN âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè.
Òåîðåìó ñðàçó äîêàçûâàòü íåïðîñòî, íî ëåãêî óâèäåòü ñëåäóþùèé ôàêò:

Ëåììà 2. ×èñëî aN ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì.
Äîêàçàòåëüñòâî 1. Êàê ìû çíàåì, ÷òî òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-

ðè÷íûì. Åñëè N ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì, òî â N -é ñòðîêå � ÷åòíîå ÷èñëî ÷èñåë (à
èìåííî N +1), îíè ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû ðàâíûõ, çíà÷èò, êîëè÷åñòâî åäèíèö ÷åòíî.

Åñëè N ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì, N = 2M , òî ñðåäíåå ÷èñëî â N -é ñòðîêå ñðàâíèìî ñ
CM

2M êîòîðîå ðàâíî ñóììå äâóõ ñòîÿùèõ íàä íèì CM−1
2M−1 + CM

2M−1 = 2CM−1
2M−1, çíà÷èò,

ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì (à â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ ïî ìîäóëþ 2 ñòîèò 0). Îñòàëüíûå ÷èñëà
â N -é ñòðîêå îïÿòü ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû ñèììåòðè÷íûõ çíà÷èò, êîëè÷åñòâî åäèíèö
â ñòðîêå ÷åòíî. �

Äîêàçàòåëüñòâî 2. Óñëîâèå, ÷òî aN ÷åòíî îçíà÷àåò, ÷òî â ñòðîêå òðåóãîëüíèêå
Ïàñêàëÿ ïî ìîäóëþ äâà ÷åòíîå ÷èñëî åäèíèö. Ýêâèâàëåíòíî, â èñõîäíîì òðåóãîëü-
íèêå Ïàñêàëÿ â ñòðîêå ÷åòíîå ÷èñëî íå÷åòíûõ ÷èñåë, à ýòî ðàâíîñèëüíî, òîìó, ÷òî
ñóììà ÷èñåë â ñòðîêå � ÷åòíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ìû çíàåì, ÷òî ýòà ñóììà ðàâíà
C0

N + C1
N + . . .+ CN

N = 2N , ò.å. ÷åòíà. �
Äëÿ èçó÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè aN óäîáíî âíà÷àëå èçó÷àòü êðàéíèå ñëó÷àè:

êîãäà aN ìèíèìàëüíî èëè ìàêñèìàëüíî.



Ëåììà 3. Ïðè N > 0 âåðíî íåðàâåíñòâî 2 ≤ aN ≤ N + 1
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïî êðàÿì ñòðîêè ñòîÿò

åäèíèöû. Âòîðîå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ñòðîêå âñåãî N + 1 ÷èñëî. �
Ãëÿäÿ íà ïåðâûå 15 ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäíî, ÷òî ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ

íà íîìåðàõ 1,2,3,8, à ìàêñèìóì íà íîìåðàõ 1,3,7,15.

Ëåììà 4. aN = 2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà N = 2l. Òàêæå aN = N + 1 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà N = 2l − 1.

Ëåììà 5. Óñëîâèå, ÷òî aN = N + 1 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî aN+1 = 2.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5. Çà ñòðîêîé èç îäíèõ åäèíèö ñòðîèò ñòðîêà, ãäå ïî

êðàÿì ñòîÿò åäèíèöû, à âñå îñòàëüíûå ÷èñëà íóëè. È íàîáîðîò. �
Òàêèì îáðàçîì äâà óòâåðæäåíèÿ â ëåììå 4 ðàâíîñèëüíû.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4. Èíäóêöèÿ ïî l. Áàçà áûëà ïðîâåðåíà âûøå. Ïåðåõîä

îò l ê l + 1.
Ðàññìîòðèì ñòðî÷êó ñ íîìåðîì 2l. Â íåé ñòî-

èò 2l + 1 ýëåìåíò, èç êîòîðûõ ñðåäíèå 2l − 1
ýëåìåíòîâ íóëè. Â ñòðî÷êå íèæå ïîä ýòèìè íó-
ëÿìè òîæå áóäóò íóëè, êîòîðûõ áóäåò íà îäèí
ìåíüøå. È òàê äàëåå, îáðàçóåòñÿ ðàâíîñòîðîí-
íèé òðåóãîëüíèê ñîñòîÿùèé òîëüêî èç íóëåé êî-
òîðûé çàíèìàåò 2l − 1 ñòðîêó.

1
1 1

1 1 . . . . . . 1

1
1 1

1 1 . . . . . . 1

1
1 1

1 1 . . . . . . 1

0Ïî êðàÿì 2l-é ñòðîêè ñòîÿò åäèíèöû. Ïîêà
îíè ðàçäåëåíû íóëÿìè � îíè íå âçàèìîäåéñòâó-
þò, è èç íèõ ïðîèñõîäÿò òðåóãîëüíèêè òàêèå-æå,
êàê íà÷àëî òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ. ×åðåç 2l

ñòðîê (ò.å. íà 2l − 1 + 2l = 2l+1 − 1-é ñðîêå) íóëè ïîñåðåäèíå çàêàí÷èâàþòñÿ è
ýòè äâà òðåóãîëüíèêà ñëèâàþòñÿ. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî (2l+1 − 1)-ÿ ñòðîêà ñîñòîèò èç
äâóõ ñòðîê ñ íîìåðàìè 2l− 1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ìû çíàåì, ÷òî â ñòðîêå
òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ ñ íîìåðîì 2l−1 ñòîÿò îäíè åäèíèöû. Çíà÷èò è â ïîëó÷åííîé
ñòðîêå òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ ñòîÿò îäíè åäèíèöû, a2l+1−1 = 2l+1 è a2l+1 = 2.

Èç ðàññóæäåíèÿ âûøå òàêæå âèäíî, ÷òî ïðè 2l < N < 2l+1−1 âåðíî, ÷òî aN > 2.
�

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè óòâåðæäåíèå, ÷òî ïðè 0 6
N < 2l âåðíî, ÷òî aN � ñòðåïåíü äâîéêè. Áàçà áûëà ïðîâåðåíà âûøå.

Ïåðåõîä îò l ê l + 1. Åñëè, N < 2l, òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Åñëè N =
2l + N1, ãäå 0 6 N1 < 2l òî èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4 ñëåäóåò, ÷òî aN = 2aN1

,
çíà÷èò, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè aN òîæå ñòåïåíü äâîéêè. �

Çàìå÷àíèå 1. Èç ëåììû 4 ñëåäóåò, ÷òî CK
2l ≡ 0 (mod 2), ïðè K 6= 0, 2l. Ýòîò

ôàêò ìîæíî äîêàçàòü ïî äðóãîìó, àëãåáðàè÷åñêè. Ïî áèíîìó Íüþòîíà (a + b)2
l

=∑2l

K=0C
K
2l a

kb2
l−K , çíà÷èò, íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

(a+ b)2
l

= a2
l

+ b2
l

+ 2 · (. . .),

ãäå â ñêîáêàõ ñòîèò êàêîé-òî ìíîãî÷ëåí îò a, b ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äîêàæåì



ýòî ðàâåíñòâî ïî èíäóêöèè. Áàçà l = 1:

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 = a2 + b2 + 2(ab).

Ïåðåõîä îò l − 1 ê l:

(a+ b)2
l

=
(
(a+ b)2

l−1
)2

=
(
a2

l−1

+ b2
l−1

+ 2 · (. . .)
)2

= a2
l

+ b2
l

+ 2 · (. . .),

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè, à â ïîñëåä-
íåì ðàññêðûëè ñêîáêè è ïðèâåëè ïîäîáíûå. �

Çàìå÷àíèå 2. Âîçíèêøàÿ â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ ïî ìîäóëþ 2 ñòðóêòóðà èç
åäèíèö è íóëåé íàïîìèíàåò òàê íàçûâàåìûé òðåóãîëüíèê Ñåðïèíñêîãî.

https://en.wikipedia.org/wiki/Sierpinski_triangle

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî aN = 2s, ãäå s � ÷èñëî åäèíèö â äâîè÷íîé çàïèñè
÷èñëà N .
Ïðèìåð. ×èñëî a11 = 8, ÷èñëî 11 â äâîè÷íîé çàïèñè ðàâíî 1011, ò.å. s = 3.

Çàäà÷à 2. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê îáðàçîâàííûé ñòðî÷êàìè òðåóãîëüíèêà Ïàñ-
êàëÿ ïî ìîäóëþ 2 ñ íîìåðàìè îò 0 äî 2l− 1. Äîêàæèòå, ÷òî îí ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè
ïîâîðîòå íà 120◦ âîêðóã öåíòðà òðåóãîëüíèêà.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî CK
N íå÷åòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â äâîè÷íîé

çàïèñè ÷èñëà K íåò åäèíèö â ðàçðÿäàõ â êîòîðûõ â äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà N ñòîèò
íîëü. Âûâåäèòå èç ýòîé çàäà÷è çàäà÷ó 1.
Ïðèìåð. ×èñëî CK

11 íå÷åòíî òîëüêî ïðè K = 0, 1, 2, 3, 9, 10, 11, â äâîè÷íîé çàïèñè
ýòî ÷èñëà: 0, 1, 10, 11, 1000, 1001, 1010, 1011.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíü âõîæäåíèÿ 2 â ÷èñëî N ! ðàâíà N − s, ãäå s �
÷èñëî åäèíèö â äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà N . Âûâåäèòå èõ ýòîé çàäà÷è çàäà÷ó 3.

Óêàçàíèå.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü p ∈ P, n ∈ N. Òîãäà ñòåïåíü âõîæäåíèÿ p â n! ðàâíà[
n

p

]
+

[
n

p2

]
+ . . .+

[
n

pk

]
+ . . . .

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå ýòà ñóììà êîíå÷íà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè n < pk,
òî äëÿ ëþáîãî ` > k âåðíî [n/p`] = 0, òî åñòü âñå ñëàãàåìûå, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
ìåñòà ðàâíû 0 è èõ ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü.

https://en.wikipedia.org/wiki/Sierpinski_triangle

